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本 书 是 非 参 数 统计 方法 的 基础 课 教材 . 书 中 介绍 了 『 非 参数 统计 的 基本 概 
念 和 理论 ,着重 十 在 统计 各 应 用 领域 常用 的 方法 ,以 及 非 人 参数 统计 推断 的 一 
般 处 理 技术 和 原则 . 本 书 系统 地 锋 述 有 广泛 应 用 的 ЙЕ, КЕЕ 
量 及 样本 次 序 统计 量 线 性 组 合 等 的 基本 性 质 ,研究 了 它们 在 假设 检验 和 估计 
等 统计 推断 中 的 应 用 . 全 书 共 分 九 章 . 内 容 包括 . U ТІЛІ Т 
韭 参 数 假设 检验 功效 的 研究 ,样本 次 序 统 计量 构成 的 化 参数 估计 ,Hodges 
Lehmann {Дт Af {ДЕК Ж. E 

RUE BI КЕ MR Ur ERARA ap e EZ I ERE q. 本 
书 可 作为 大 学 本 科 高 年 级 学 生 或 硫 上 研究 生 学 习 非 参数 统计 方法 的 教材 , 亦 
可 作为 从 事 统计 及 其 他 领域 实际 工作 者 查阅 非 参数 统计 方法 的 参考 书 . 
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FRETA BI deum H9 — Ж ХЕ & s ipe E dE m E D E 
而 成 。 访 讲义 曾 在 北京 大 学 概率 统计 系 作为 “ 非 参 数 统计 ”课程 的 
教材 使 用 多 年 ,这 次 成 书 在 内 容 及 编排 上 都 作 了 较 太 的 修改 ,力图 
更 能 反映 非 参数 统计 领域 的 基础 理论 和 一 般 研 究 方法 。 统 计 学 的 
基本 任务 是 利用 观测 的 样本 去 推断 总 体 的 一 些 性 质 , 推 断 过 程 中 
经 常 要 对 研究 的 总 体 做 一 些 假 定 , 基 础 数理 统计 的 许多 方法 对 总 
体 的 分 布 假定 了 一 个 参数 模型 ,未 知 的 是 模型 中 的 参数 ,问题 是 要 
计 这 些 未 知 和 参数 或 对 它们 作 某 种 假设 检验 。 非 参数 统计 方法 一 般 
对 研究 的 总 体 不 作 具 体 的 模型 假定 ,只 有 一 些 定性 的 描述 ,在 这 样 
比较 弱 的 假定 下 ,对 总 体 的 一 些 未 知 特征 进行 种 种 统计 推断 ,这 是 
一 个 范围 非常 宽广 的 研究 领域 ,本 书 涉及 的 仅 是 这 一 领域 最 基础 
的 一 些 内 容 - 蕊 中 介绍 了 非 参 数 统 计 的 基本 概念 和 理论 ,着 重 于 在 
统计 各 上 应 用 领域 常用 的 方法 ,以 及 非 参 数 统 计 推 断 的 一 般 处 理 技 
术 和 原则 ,系统 地 图 述 了 有 广泛 应 用 的 U 统 计量. 线性 秩 统 计量 
及 次 序 统计 量 线性 组 侣 等 的 基本 性 质 , 研 究 了 它们 在 假设 检验 和 
合计 等 统计 推断 中 的 上 应用。 阅读 本 书 需 要 有 微 积 分 .概率 论 、 数 理 
统计 等 先行 课程 的 知识 。 

全 书 前 五 章 介 绍 各 种 假设 检验 问题 的 模型 . 袜 验 方法 ,以 及 非 
参数 检验 如 何者 虑 窒 验 的 功效 等 ,重点 讨论 UU 统计 量 和 线性 秋 统 
计量 ,第 六 ,七 、 八 章 涉 及 非 参 数 点 估计 间 题 ,讨论 了 由 样本 次 序 统 
计量 构成 约 一 些 估 计 ,Hodges-Lehmann 估计 ,以 及 M 1k: 8 — 
些 稳 健 估计。 第 九 章 介 绍 了 一 些 多 总 体 非 参 数 统计 问题 。 

非 和 参数 统计 推断 的 研究 方法 有 一 定 的 特点 ,这 与 对 总 体 的 假 
定 有 关 ，, 由 于 对 总 体 分 布 候 定 很 少 ,很 难 根 据 假定 由 逻辑 推理 隆 求 
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最 优 推 断 , 一 般 都 是 先 由 直观 确定 一 个 可 行 的 推断 方法 ,然后 再 论 
证 方法 的 优 和 ,而 且 通 常 对 各 种 方法 进行 相对 比较 ,确定 相对 的 优 
劣 。 非 参数 统计 较 强 地 依赖 一 定 角 统计 直观 能 力 ,这 种 能 力 的 培养 
对 一 个 数理 统计 工作 者 应 该 是 非常 重要 的 。 赔 读本 书 除 了 获得 各 
种 统计 推断 的 结论 ,统计 量 的 基本 性 质 ,证 明 的 滥 辑 推导 等 知识 
外 ,还 应 注意 对 各 种 问题 的 统计 直观 判断 。 

北京 大 学 数学 科学 学 院 概率 统计 系 郑 忠 国 教授 审阅 了 全 书 ， 
提出 了 许多 中 肯 的 修改 意见 ,北京 大 学 出 版 社 刘 勇 先生 为 本 书 的 
出 版 付出 了 辛勤 的 劳动 ,对 书 中 的 许多 儿 述 提出 了 许多 非常 具体 
的 建议 ,在 此 一 并 表示 庄 心 的 感谢 ， 

本 书 昌 曾 作为 教材 使 用 多 年 ,但 限于 作者 的 水 平 , 书 中 可 能 仍 
有 不 少 缺 点 和 错误 ,欢迎 各 地 专家 和 读者 批评 指正 。 
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Ж-Е ”计数 统计 量 和 秩 统 计量 
81.1 适度 任意 分 布 的 (distribution-free) 统 计量 


统计 学 的 基本 问题 是 利用 观测 的 样本 推断 总 体 的 一 些 性 质 . 
在 统计 推断 中 我 位 对 研究 的 总 重 经 溃 要 做 一 些 息 定 :例如 在 基础 
的 数理 统计 教程 中 常 假定 总 体 是 正 态 分 布 的 . 著名 的 SEIT REL? 
统计 量 .已 统计 量 均 基 于 这 一 候 定 . 在 经 典 的 数理 统计 中 假定 样本 
观测 来 自 基 有 某 些 参数 的 已 知 的 分 布 族 , 问 题 是 估计 这 些 未 知 的 
参数 或 对 它们 作 某 种 假设 恰 验 . 这 样 的 假定 是 比较 强 的 . 将 在 这 些 
参数 模型 下 发 展 的 统计 方法 用 于 实际 问题 时 , 当 实 际 的 总 体 与 假 
定 有 些 差距 时 , 常 引 起 无 法 预料 的 错误 . 这 就 促使 人 们 研究 在 总 体 
分 布 比较 弱 的 假定 下 ,如 何 进行 统计 推断 , 非 参 数 统计 正 是 这 样 一 
个 领域 , 这 是 一 个 很 广阔 的 研究 领域 ,本 书 涉及 的 仅 是 最 基本 的 一 
些 内 容 , 也 就 是 通常 非 参 数 统计 课程 讲授 的 内 容 一 一 秩 统 计 二 、 
U 统计 量 , 次 序 统计 量 线 性 组 合 等 的 性 质 和 它们 的 应 用 . 

我 们 首先 搬 述 一 个 在 非 参 数 统 计 中 常用 的 概念 -一 适应 任意 
分 布 的 统计 量 . 

М 1.1 REWE X,.X,. X, 是 来 自 总 体 F(x) 的 样 
本 ,一 切 可 能 的 F(x) 组 成 分 布 类 o. URBE E TO, Xs, 
хз Кел 均 有 相同 的 分 布 , 则 称 了 关于 .多 是 适应 任 
X ^T TRES (d-free). 

这 一 概念 在 数理 统计 课程 中 实际 上 也 是 有 的 ,在 做 假设 检验 
时 ;我 们 总 要 找 一 个 对 原 假 设 H. 包含 的 分 布 类 是 适应 任意 分 布 
的 统计 量 ， 


1 设 随 机 变量 XoXo ro X, 4B R. dà sz IR] ZF Rr dB Эу 

NCu 02, Ж EX Lo? 未 知 .分 布 类 
T 一 GN Cue |e > 0). 
юа: 
TOX,,X,, 77, X, == мп (X m 2/5, 
п A 1 

ДХ Ух, s=| 5105—0/0—0 J' Wa T зе 
于 分 布 类 多 是 适应 任意 分 布 的 . 对 一 切 o> 0, T 的 分 布 均 为 


tn 一 1) 个 自由 度 的 :分布 . 
例 2 设 随 机 变量 Xis Xt, X, 相 瑟 独立 同 分 布 ,分 布 为 


F| Z| ,参数 4 未 知 .分 布 类 


= = ВЕ FEO 为 一 国定 分 布 ,0 << со}, 
取 统 计量 


Т-- Жаз» __ Хау 
Хо 一 Ха (Хш — Xa)0/3 


其 中 Xu SX oss o E Х.Х," ‚Х.Х ДЛТ Ж. 相应 的 
KPAX RK wt Æ Xah Aat Xan RF AiE, 
而 Хр 有 分 布 F(x). MURE T 关于 分 布 类 Ж 是 适应 任意 
分 布 的 . 

非 参 数 统计 中 涉及 的 分 布 类 往往 是 例 2 那样 没有 明确 分 布 形 
XB. 当 考 虑 大 样本 统计 推断 时 ,还 会 考虑 斯 近 适 应 任意 分 布 的 统 
计量 . 

定义 1.2 设 随机 变量 X, Xo ERAK F(x) 的 样本 . 
一 切 可 能 的 息 体 分 布 Rz) 组 成 分 布 类 Sr. А ЕЕ Т, СХ, 
Х.п 1,200 ЕВ FEF 雹 有 相同 的 极限 分 布 , 则 称 
(TART 是 渐 近 适应 任意 分 布 的 . 

例 3 设 随 机 变量 Х.Х, “Жаң лу [и] Ап. 1н ЖК (х). 
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Лав 
一 《期 望 为 АЖА o° 2 0 ВТА Р, 
取 统 计量 


5,-- «Ун X — W/o X = э 


则 5, 关于 是 斯 近 适 应 任意 分 布 的 统计 重 ， 其 极限 分 布 均 为 
N (0,1). 


$1.2 计数 统计 量 


定义 2.1 设 蕊 是 一 个 随机 变量 . 对 一 给 定 的 实数 名 ,定义 随 
机 变量 
*Y — X — 00), 
其 中 
1, Mio 0H, 
фа) = 0, го. (1.2.1) 
ШИЛТЕ w BR X Tk 0, sy BEUTÁTESGÁUE. 

定理 2.1 设 随 机 变量 Х..Х,,-..Х. 相 百 独立 .和 有 分 布 
F;(x) G—1,2,:,). УА] 11,2. n HA FID <= p. (0< p. 
«12, Nl] V. —40X—6,) G—1,2, 2) 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 
变量 ,其 共同 分 布 是 参数 为 (1 一 po) 的 两 点 分 布 . 

ШЕҢ 显然 . 

由 定理 2.1 可 知 , 任 一 由 Aue Fn 构成 的 统计 量 5 CES, 
V2. V, ARCET ро 分 位 点 为 外 ( 和 是 连续 点 ?的 分 布 类 是 适 
应 任意 分 布 的 . 这 样 的 统计 量 统称 为 计数 统计 量 . 最 常用 的 一 个 计 
数 统计 基 为 

B = Ee (1. 2. 2) 
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ЯҒ Ех) x—0 XE Sk. 假设 检验 问题 


Н,: ЕО = 2. Ha FO Z +. 
1939 [ДИ B= У), = У(Х), у Ху, XL PRES 
r=] 1 一 上 


的 个 数 . 在 有 H。 下 ,有 8 的 分 布 是 参数 为 * 和 目的 二 项 分 布 6| я, 1). 
可 确定 Ciste 使 

PIB Ex Ci? = а/2, PIB == ca} = @/2. 
FERRA (0,1. ntUlessecsd 1 ез 这 -一 检验 的 真实 水 平 
X a = PBS) tP BE 《今后 我 们 认为 a 即 为 真实 水 平 ,不 
讨论 随机 化 的 检验 . 2 

符号 检验 在 实际 工作 中 常用 二 对比 试验. 苦闷 是 未 加 某 一 处 
理 的 记录 ,而 了 是 施加 某 -- 处 理 的 记录 ,要 判断 有 无 处 理 效 应 ,党 
RELEE Y- X. ERARA A Y 的 地 位 是 相同 的 ,了 一 
下 与 人 一 Y 有 相同 分 布 ,了 -到 的 分 布 关 于 0 点 对 称 , 轩 而 有 (0) 
=1/2. 以 Y i — X i, Y,— X, 为 样本 ,检验 Hor FC —1/2, Uf 1 
用 符号 检验 , 若 否定 五 ,, 则 判断 有 处 理 效应 . 

H2 感官 检查 中 的 两 点 比较 法 . 有 两 种 产品 AM В. ФК 
一 个 A 和 一 个 BB 同时 或 相继 出 示 给 检验 者 ,要 求 确定 沾 哪 个 好 或 
ИЕА ЖЕЕ SS. 具体 操作 是 同一 人 人 和 作 = 次 或 = 个 人 一 人 一 次 . 
由 所 得 的 a 个 数据 判定 两 种 产品 之 间 是 杏 有 差异 或 判定 检验 者 是 
否 有 识别 这 种 差异 的 能 力 . 

这 是 典型 的 对 比试 验 . 当 产 品 完 全 没有 差异 或 检查 者 胡乱 判 ， 
定时 ,4 和 B 是 随机 对 等 的 ,选中 哪 一 个 的 概率 都 是 1⁄2. E n IK 
判定 中 选中 4( 或 8) 的 次 数 即 为 符号 检验 统计 量 B— » V. ЕЙ 
从 二 项 分 布 bt ,172). 给 定 愉 验 水 平 ,可 确定 相应 的 单 侧 或 双 侧 
检验 的 否定 域 . 当 由 样本 计算 的 统计 量 B 59 18 96 А a se БЕШ]. WJ 


判定 两 种 产品 有 显著 差异 或 检查 者 有 识别 差异 的 能 力 . 
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感官 入 查 中 常用 的 一 对 一 比较 法 也 是 一 种 稍 作 变化 的 符号 检 
验 . 此 法 用 于 识别 两 种 产品 的 差异 . 取 一 个 4 作 标 准 品 , 另 给 一 个 
A 和 一 个 B, 判 别 哪个 与 标准 品 相 同 . 当 4 与 8 没有 差异 时 ,判定 
A їй sk B stb n b UR IRE ERARE 1/2. 

区 间 估计 常 可 利用 相应 的 假设 检验 的 统计 量 来 构造. 利用 符 
号 检验 统计 基 可 构造 总 体 中 位 数 的 置信 区 间 ， 

913 设 随机 变量 XI. X... X, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 函 数 
(x) 连续 ,中 位 数 记 为 8, 则 

V, = PCX: m i= D,2,*,.n 
是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ,其 共同 分 布 为 取 值 0,1 的 概率 均 为 1/2 
HPRH. B= DOP: SU b| noy) 可 确定 一 下 整数 。 
(от), fi 
Р(В<с)>1--а, 
则 8 的 集合 


els = PX — 6) <. | 


即 为 8 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 单 侧 置 信 区 间 . 上 述 集 合 可 如 下 解 得 
ЖТ ёр: 


| 29 — 8) c | 


— (X, 一 9,…,X。 一 9 中 至 少 有 nn с ВИ) 
р Аа — 9 = 0} 
(Хо. 5-0). 


其 中 X -a X ir -Х, 的 第 n —c AK ДЕЛТЕ. 
$1.3 秩 统 计量 


ЖМ 3.1 设 Zi iZ: ÉN 是 来 自 连 续 分 布 F(z) 的 简单 随 
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НІҢ Ж оАо SZ Z oo og НОК ГЕТ М. s X BELA Ht 
R,—r, "Zo =Z. s i—13,.2,7.N. (1. 3. 1) 
当 R, 是 唯 一 确定 对 , 称 样本 观测 值 Z: 有 秩 R,G —1,2,. ND. (由 
于 F(z) 连续 ,因而 Ri 不 唯一 确定 的 概率 为 0). 
R, 是 第 i 个 样本 单元 Z, TERES K F HET E OZ Zorn 
УАТЫ ҒА 
定理 3.1 i R=(R Rope Ry R 的 定义 见 定义 3.1, 88 


рл 
R = (ru угу) роем) КЕС А) 的 一 个 排列 }， 
(1. 3. 2) 
ШК BÀN. 
ШЕҢ ZA REE 2 ERE. НЕ TP r= Grus ra) € 
9%, 


PIR = ғ\== P{(R RA) = (ғу, ығы)? 
= P, ZH) = ours Ze 
= P {Zat Zap) = (аз. ы?) 
= Р(Х, < < Za} 
HP а. =, r =: Е, Ва, (і-1,--, М : 在 排列 x 中 的 位 
PF. 又 由 于 


4 
(Zi "tt Zu) ааа (Za 477" ЛЛ. 


(记号 -一 ae Set PER AU EA ARAIA 

PIR =r} = Piz a e < Ent 
对 任意 С, ERARE, AREE sax RRS. 而 全 
.部 这 样 的 事件 互 不 相 容 且 它们 的 和 是 必然 事件 , 故 对 任意 rE 07, 
4 


PAR = ғ} = 1А, 


` тайы Гйшны i. ++ А а le rens mara. . 


定理 3.2 民 二 (Ri RORI MA R AR s ЕЖ. 特别 
一 维 边 缘分 布 有 


1 м l, МЕ, 
PIR, =r} Zu = 1 j (1.3. 3) 
Ü, 其 他 ; 

二 维 边 绿 分 布 当 i 二 时 ,有 


1 
— — , ‚куз — len, N, 
LEER r ZS 5, Р, ] 


0, HHE. 
(1. 3. 4) 
证 明 М ph]... № 时 ,显然 有 РЕК, =н) = 0. 4 ғ--1,--,М 
时 ,因为 
(Zi Eo rtt ZEN) == (Za. Zi ttt Z u) * 
从 而 Ri 一 一 Rs. 类 似 地 可 证 R, = R, G=2,3 re, N). КОВ 
P R, = r) = PIR, = r) = -= = P{Ry =r}, 
HE 
R= n AiR =r =ø, Mich 
м 
>P (R, = r) = 1. 
所 以 P(R;—r) =. 


N 
2840 Ah n] 'uE — 25 Жыр ЕЕЕ 32 жге Же ыл Sr 70. WE RS. 
定理 3.3 XPESSET E R= (Ri, „>. QR 有 


ЕСЕ 一 A, E=]; N, (1. 3. 5) 
var( R.) = GLO, Pp—l1.—.N,. (1.3. 6) 
соу (R Rp = — C, iZ j, ij = 1 N. 


(1.3.7) 
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证 明 下 定理 3.2 X. 


ы 


. “O 1 1 NONG-D Al 
ECR;) 一 2.7 * N = N . 2 —— = 2 А 
] Y Z 
var (RN) = ERÈ) - ERD = jt — ata 
_ 1, маром) -[xxay 
= x — DEN 3 
dE DUC D 
12 
由 于 有 
Lj N11 < N41 
0-1" ed] "= 2) 
MI N+ 1)! N + 1 
+ Et 1185) 
ux 
| 1 ex N +1\| Nj 
СВ, Ку — Nti 
<өУ ; NND |” ° || 2 


N \ 
—1 (мет 
-yN DXi- > | 


_ —34 ., NN E DIN - D 
NON — 1) 12 


证 毕 . 

由 定理 3.1 避 知 : (IRR КОИОТ E S GIO ORT 3ESE Zr E T3 
成 的 分 布 类 是 适应 任意 分 布 的 . 

秩 统 计量 的 一 个 重要 情形 是 Wileoxon ЖИН. 其 定义 与 理 沦 
TER. 

有 有 两 个 总 体 .. əң ЕЛЕНЕ OS X... :和 相互 独立 同 分 
HaT A E B- -个 总 体 的 样本 为 也 7。 相互 独立 同 分 
Ж.Р GOD. ЕС) (ССЗ Т. 问 随机 变量 了 是 否 大 于 随机 
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TE 站, 即 检验 
H: FDD EGC), 
Hi FGOZGGO, EE USES R. 
将 XY 十 个 随机 这 其 一 起 排序 ,产生 对 应 
的 秩 
R= (Qi ns Rise Ra), 
Wilcoxon 统计 量 为 


w = DR, (1. 3. 8) 


BI Y... Y, ЖИҒАН "P BJ ЖЕН I, B W PF ZJ Wilcoxon EMH 
"Е. 当 备 择 假 设 Н, 为 真 时 ,W 的 值 应 较 大 . 从 而 对 上 述 检 验 问 
题 可 用 统计 量 W 构成 否定 域 . 否定 域 的 形式 为 
W mn), 

olam n) ÆA W 在 瑟 , 下 的 分 布 按 检 验 水 平 a 确定 的 临界 值 . 

Мі 在 农业 .工业 等 实践 中 , 净 了 要 确定 某 种 新 的 处 理 方法 
是 否 有 明显 的 效益 ,常常 敌对 照 实验 . 如 为 了 确定 某 种 新 肥料 是 否 
增加 作物 产量 ,在 m 个 实验 地 块 不 施用 该 肥料 作为 对 照 组 ,在 
个 实验 地 块 施 用 该 肥料 作为 处 理 组 . 设 不 施用 肥料 条 件 下 ,作物 产 
量 的 分 布 为 F(x) ,施用 肥料 条 件 下 ,可 非得 增产 效应 ALD EISE HIE 
物产 址 的 分 布 为 已 (z--4). 对 照 实 验 得 到 样本 Xue LX, HEI 
立 同 分 布 ,分 布 消 数 为 (zr) 及 了 ,,…,Y, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 函 
数 为 ЕОс A). 现 检 验 假设 检验 问题 

Hy, A= 0, Н,. À > 0. 

Hf JH Wilcoxon 统计 量 作 检验 . 

定理 3.4 Æ Hi: F(z) 二 G(x) 下 ,Wilcoxon Zril Et W 的 分 
布 为 


А таса 
Porn ур. (1.3.9) 


ls. 


raD nG + 1) пт + n + 1) 
a = == 十 1，- 5 ; 


其 中 Nom ta DERA 1,2, mde n PE a ОЯ ЖА 20 
d 的 可 能 取 法 的 个 数 ， 

证 明 在 所 下 ,Xi Y, W A ЖЕКПЕ Ek ibj К 
= (Qu Qa уус RO EEA 

= ((1,2,"",m + п) 的 全 部 排列 } 

E3385] 41 38. 故 由 古典 概率 公式 即 得 定理 结论 . 证 毕 . 

计算 z... GD ,可 利用 下 列 递 椎 公式 

Ён б) — tu uc 1 (d — m — n) + сыр. 60), 

aU. 

1.060) —1:; 

tod) = 0, 3 4у<0, i=], e,m 


MEN 
0:7 > — l; 


to, (d) —0, w 252191719, jo, 
在 常用 统计 表 中 ,对 较 小 的 m,n AW Atii НЇП Л TEC. m, 
n 较 太 时 可 用 正 态 近似 (区 见 第 二 章 ).， 
定理 3.5 ЖЕН, F(z)==G(x) F,Wilcoxon # +E: W 有 
EW = "ЧЕ, 


(1. 3.10) 
var(W ) = mniN + 19/12, 
H. W 的 分 布 关于 ntN 十 1)/2 对 称 , 其 中 N= 一 mr 十 n. 
1 з == Ф N у= * N41 
iE BH ЕСУ) = 2 ERD =n pt 
varl W >= > var(R,) + > У cov(R.,R;) 
;=1 ix f 
= ЕЮ) so DN 
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г i ныгыта CEE Ho osha pe pe Fi Pm drs lef M RR a LAC а. аА HE I n RC айны" "сілі pba ái 1.” 


_ mnN + 1) 
B 12 | 


FEE W 的 分 布 关 于 nON 3-272 对 称 , 考虑 

— X,,-:,— Xas — Yi, — Y, 
这 个 混合 样本 在 H, FEto А IA ВЕРЕ In] Et TE 

R = ((1,2,--,N) 的 全 部 排列 } 
上 有 均匀 分 布 ,这 个 秩 和 癌 基 为 
(N+ 1—Q,, No-1—Q,N-F1— Ro, N + 1— 8,0. 
所 以 

《人 


d 
— (N + 1 — QNI 一 Qu 
N +H1I— Rop], NHI R), 
W 
n d n 
W = SIR = SQNTI1—RO-—aUN + ) — W, 
i=] 


即 有 


у nN + р 4 eU D ow. 


所 以 W 的 分 布 关于 ntN 十 1)/2 对 称 . 证 毕 . 
Wilcoxon 秩 和 统计 量 与 Mann-Whitney 统计 基 


U = >, > VQ, — X) (1.8.11) 
ізі j=l 
有 下 列 关 系 
W = U TED, (1. 3. 12) 


Sti EU 表 东 (X,Y) G1. ұт, j=l әп) ma 个 数 对 中 ， 
Y EE X 大 的 个 数 .上 面 的 关系 式 可 如 下 证 明 . 记 样 本 了 ,，,…,Y, 的 
次 序 统 计量 为 Ya És SY a, Ü ХРА Ri É S Р.В РЕЗИ EGO 
为 Кажык ш, ШЖ 
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HiX; < Yis E= 1.е,т) = Kij — je 

HX < You po 1, mj 一 Ru — ft. 
其 中 并 14)} 表 未 集合 4 中 元 素 的 个 数 . 所 以 

#12 i TE XL. X. RR Bob ar pal zr У, sp At BÉ CN 
FG), ЖЕЖ Y. Y, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 函数 为 ЕОс Д), 
利用 Wilcoxon 秩 和 统计 量 构造 4 的 区 间 佑 计 . 由 给 定 的 条 件 , 知 
一 
独立 同 分布 , 其 对 应 的 秩 向 基 记 为 
CA t Gao Ro tt Ra). 

由 统计 其 W 的 临界 值 表 可 找到 en 和 о, 使 


pa Ре IR < | 


= P(o — EE < < ДХ, ^ — X2 
=< o, — нін + 2 
ig o, — ED Lk, o, - OFT D Lg uy, x, (G= 1, m.j 


=], n2dc UH 个 变量 的 次 序 统 计量 为 Дерс „ Wir EH 
< >м, — X; =< K, 


可 解 得 等 价 的 关系 式 
“о»-қа»- 3 > 0 Н к — A =ç 0. 
HE A PIELSEEE1—2amIEIBH XN 
Ctm Ks Zum K 412. 
12 
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$1.4 符号 秩 统 计量 


ЖУ 4.1 设 随 机 变量 X, X. 相互 独立 辣 分 布 ,分 布 
F(x) 连续 ,关于 0 点 对 称 , TF БЕН Е Е, = СХ). 随机 变量 
EX] en [Xn XIRA ВЕ УСА Ар), BWA X; Bjb 
ЖК VRE RO X, Ж-Е ЖЕ. 

定理 4.1 若 关 是 连续 随机 变量 ,分 布 关于 0 点 对 称 , 则 随机 
变量 | 和 | 与 计数 统计 量 ФСХОЯЯ sn. 

证 明 0,2—0 9 1, 显然 有 

Р(Х) = i, X| x: £j = РАСХ) — i1) :PlX| m 6) = 0. 
X] 10H 
POE) -1, |X| E ej = PUE 0,| X| =< t) 
= Pio« X « t) 
_ 1 
2 
1 


РОС X xt) + Р —ч<Х<0}] 


P(IX| x n0 


2 
PigCcX) = 1) - PUOX| S< tb. 


类 介 地 可 证 明 

Р(Х) —0,|X| ze] = P(g(X) — 0: PXI < t). 
所 以 eO 5 | X Usi sz. ERE. 

定理 4.2 dr B SLATE hb X I... X. Ж RB v E] A , АЖ 
续 , 关 于 0 点 对 称 , 其 绝对 秩 同 址 RT— GE ee Рә, ИЭР 
PSPX) 二 Rt Ж Н Er yr. 有 参数 为 
1/2 уйін E LR eS n e — LO ue o АНЕ E353 45 fri. 

ШЕҢ 由 定理 4.1. 定 理 2.1 和 定理 3.1 立即 可 得 定理 结论 . 
HE EE, 

由 定理 4.2 我们 可 知 : 只 依赖 十 W... P. RII SE LE Ht 
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SOP ШУ, ЕЗ AF O KAR ЖЕРІ SEAT THAI BEES 43 78 28 
是 适应 任意 分 布 的 . 

定理 4.3 设 随机 变量 X I... X, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 连 
续 , 关 于 0 点 对 称 . 令 计数 统计 量 Ч (СХ) G= 1, өп). 


Q 一 Nj, GR X. X, 中 取 正 值 的 个 数 ) 


Хз Q= 村 ,区 中 取 正 值 者 对 应 的 绝对 秩 记 为 S,<---—< 
S, Di 
PiQ—q4q,S,—t&, 5, 


Zi ? Mg —0,.0D2HusxxRS 
0, 其 他 ， 
(1. 4. 1) 
证 明 (1.4.1) 式 中 的 其 他 情况 结果 为 0 是 显然 的 
当 а--0.1,%% ан ‚ В. ЕЧ СА HJ, 
P Q —g.5 i= y." ML 
» 
= РОА Slon, Pa =1,W, m0, nS =0, 
Баты 
= BPG nm Sm m1, W. =l, 
акр Ortu 0) 
= РАР Sl e P. Sl, Fa p T0 4,7—0j 
C eco. 
=2 2) PUR SRP =t (RS ono RID =r] 


wa ==], Pa =l, Pa =0," .. d. —0j 


(g+ 1? 
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ыыт War HERR аны e dir -шыын re ARR S dosi Fami ct Gem inn ii a 005 + 


Ue 


п 601 я 
= У; >, PR; s" а) = (i,7)) . ЕЗ 


»" 
1 g* 9! gline) 1 1 үт 
-FÈ D ы?! 
» 
Rp AESOSEALO un o0 PEL 9 个 (di1,…,ds) 的 一 切 可 能 求 和 ， 
t 表示 《Et ;to) 的 一 个 排列 ,x 表示 (ls n) PEE, *" жн, 


RÉ x 一 g 个 数 的 一 个 排列 >, 表示 对 上 述 两 个 排列 的 一 切 
可 能 求 和 . WEHE. 

可 以 用 符号 秩 统 计 基 构造 关于 对 称 点 问题 的 检验 . 

设 随 机 变量 Xo X, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 F(z 一 站 连续 ， 
FGYXT 0 点 对 称 . 检验 假设 

Нә: 0 = б, Н\: 0> 6. 
令 Z, = X, — б. ZZ. ЇЧ TES pk i p PRIE, e, PRI. 
Wilcoxon 符号 秩 检验 统计 其 为 
W*'— > NARI, (1.4. 2) 
F xg IE XS 
W*zw'(a,n). 

给 定 检验 水 平 w, 由 W CBS Л E ze НГ ЖЕ ЯЕ w (о, н). 

мі 设 进行 次 对 比试 验 ,得 数据 

Ст» 81J2 9 t X УА 2. 
zx 是 对 比试 验 的 结果 , y, 是 施加 处 理 的 试验 的 结果 ,它们 分 别 来 
Ө ЖЕБЕ ^8 d PR ,可 认为 两 者 差 一 个 处 理 效 应 . БЫ АЗ ЯК 
应 8, 即 检验 
Hi: 8 — 0, Hi: B> 0.- 
考虑 yw 一 志和 一 1 在 对 比试 验 中 它们 可 认为 是 一 个 对 称 分 
布 的 一 组 样本 值 . 在 五 ,下 对 称 分 布 的 对 称 点 为 0, 故 可 用 
15 


Wilcoxon ff #1} Leu. 
定理 4.4 设 随机 变量 Xo X, 3H a dr fe] y fi or fi P SE 
HXT o 点 对 称 , 其 对 应 的 符 导 黎 为 VAR, Se PR ШЕКТЕНЕ 


W 一 之 的 分 布 为 
с СВ)", E= 0,1,--- 
9 其 他 ， 


nin + 1) 
PiW+T=— k! 一 | ” 2 ; 


(1. 4. 3) 
其 中 ce 下 ?是 和 数 怡 为 Ë 的 {1 p" ,2 的 子 集 的 全 数 ， 


证 明 FH EHE 4. 3,24 &—0,1,, 8E Dg, 


Pt = ki— M > P Q = gM = 6,6,5, = te} 


= с. (k) /2". 
其 他 情形 概率 为 0 是 显然 的 . 证 毕 . 
对 于 ce) 有 下 列 递 推 式 和 初始 条 件 ， 
cC) = c, a (Ë — n) + с„_\(®), 
A) = c (1) = l, 0164) = 0, — 3d 30x 1. 
定理 4.5. 设 随机 变 其 成 ,，…, 和 ,相互 独立 同 分布 , 分 布 连 续 
且 关 于 0 点 对 称 ,其 对 应 的 符号 秩 为 ARI e VIRI ,统计 量 W * 


=> YR}. W| 
i= 1 
ЕС) = sot, (1.4.49 


var(W*) = nin + PE + 1) 


H ик лг pa Co Dp 


ШЕҢ 由 定理 4.2, 可 得 
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re e ERE ————X А 


л--і n+l 


2 4 
var OFRI) = EGQF RI — ЕСЕД) + E(R Y 
ЕСФ?) + ЕСЕ} — E(OR 2)! + CEQR OY? 
ЕСЕ. 一 ECF) 


ЕСРЕОУ-ЕСО, ЕСЭ . G—1, 2, 


[ 


_1 "+10 (6а 1) п 1\1 
2 12 "|; | 4 
_ (n + 19655 + 1) 031. 
= 07S 007 p]. 
cov СТЕ} RT у= ЕСУ) - EQ.) + cov (Ri, RG} 
_ ntl) . . 
= 48 » Í = }, 
Ж 
var(W +) = 2 war ER!) + >) У соу, VARI) 
i=l г } 
Е 10654-51) _ nG — Dín + 1) 
ni 48 48 
_ пп L DG 十 D 
24 


又 当 分布 关 于 0 点 对 称 时 ,有 


d 
Q7 l ] — W, (i |," n), 
从 而 


= Уу. к --- 

所 以 us. 证 毕 . 
W+ 统 计 基 也 有 一 个 计数 统计 量 形式 的 表达 式 . 设 随机 变量 
X, X, 相互 独立 同 分 布 ,计数 统计 基 Р ОХО G— 1n, 


(Xi, XO BL ВЕТА IK (R SRL IER XE БЕН BE N (RI ,-…， 
R: ), 则 有 关系 式 


ха — VOR? = "20 _ ууз, 
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ФЕ = DO a, + Ха») ` E= ],""* n, 
UR. 
从 而 


Wt VARI = > BOX + OX) 
i 二 | 1 


= SLEX -+ X d = Lpa + X2. 
| (1. 4. 6) 
82 НИ ТИЕУ Б ec ib. 设 随机 变量 
Ху, X, E УІН, Ат FG ВВЕ, В 0 RM LEGO 
XC o0 ED ER. Zo X,—8 Gsl n), Hj Z, 的 分 布 关于 8 点 
Ж] ER. 


= У >Z, Z) = >> (X, + X, — 20) 
T=] фі 1=1 PES 
为 Wilcoxon 符号 铁 统计 量 . 查 其 临界 信 表 可 得 was 使 得 
Plm < Wt< s) = 1 — a, 
d (EIAS ja =l. ааа 
为 Маза5>Уо ее М ака), ШЕШ 
"A xul X, + X, - 
(o SWS a m (m PEU — e]< | 
= (Vs аа) = 0220 BV (epu) — 0 < 0). 

故 8 的 置信 度 为 1 一 “的 区 间 估 计 为 


(V ( зар) А (ааа) 1. 


51.5 拟 秩 统 计量 


1863 Æ L. Moses 提出 -- 种 利用 秩 的 方法 . 其 秩 不 是 原始 数 


Ti SEA ,而 是 原始 数据 的 某 种 邓 数 的 秩 , 当然 函数 要 选择 得 便于 应 
18 


a bie a ÀF Wirk HF EP ee Чаа 


H. П, дбае) EG ,zw}) 的 对 称 函 数 ( 即 对 (1,…,N) 
БІНЕН ЖЕРІ Са, aw) ,有 Стун xy) = C Ea etta 22. 

V. = ACX (X i, Any, i= 1," N, 
Ново — S AE BJ РА Ж. M E X... Ans WEM 
АЈ В, V= (V4, Vn E B| Sz KREN D] E ВШ Е — ӨСІ, 
МНЕ а ,… ,an), 有 

(V. Va) mom Qs Van. 
BIERS ER OY 3.1 及 定理 3.1 中 ,2;,*…,Zw 独立 同 分 布 的 
条 件 可 减弱 为 (Z, ,2Zw)? 是 可 交换 的 随机 向 量 , 故 当 Y, 的 分 布 连 
f Wr. id Viv 确定 的 秩 向 其 АСУ) = (R, (V), , Ry C2) 
也 在 集合 

gg = {1(1,… N) 的 全 部 排列 } 

上 均匀 分 布 , 因 而 可 利用 ROV}) 构 成 非 参 数 适应 任意 分 布 的 统计 
Е. 
Мі 设 随 机 变量 X... , X, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 函 数 为 


FG — ӨНЕ ЖЫ Yi. У, 相互 独立 同 分 布 , 分 布 为 F| ==? ' 


分 布 函数 F (zS (0) — Lees oo 92» 0. ХВО 
问题 
Ha ?一 1, Hi: 7]. 
当 8 未 知 时 ,可 如 下 构造 拟 秩 统计 量 检 验 . 今 
# = median (X; ste, X, ,Y,,-,Y,), (1.5.10 
IX; — B|, 1 = l,e, 
V, = Yen Êl астии, (1.5.2) 
当 Мет п 为 奇数 时 ,V; BJ E, FH Ves ВВЕ А Е 
ROV) = (R (V); Ra (V DH E Wilcoxon 秩 和 检验 ,检验 统计 
E» 
W= M қоз», 
1 二 mm 十 1 
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可 用 来 检验 上 述 假 设 . ММЕН SS PSP VY; 相等 ,形成 所 亩 
“А.Р ЛЕЕ ТОКЕ ФЕ. 可 利用 (7 :Vs 在 给 冠 CV t 
Ук) = Go sss ow) 的 条 件 下 ,ROV) 在 


e (п, oi LUN EUN aus N] 的 全 部 排列 ] 


上 均 习 分 布 . H 26 xg w KF Н Е — E tF E k. 
例 2 两 条 回 妇 线 的 比较 , i 
(Xin Yi. e CX У) s 
CX. Y); CX; Ys) 
AAAH. ЖЛ 六 ,给 定 后 ,Y;; 的 分 布 为 
P iY i; < y|X,; = х) = Giy — a — B.=;;) 
t= 1.20, j=— 1,.- m 8k n, 
其 中 GO 是 一 个 连续 分 布 函 数 , 现 检验 
Ho: B = A= BY, Fly]. > В. 
u! 
CX Yu, 中 一 ] т. 
(X;a- sy Yam,  & = m + l," ,m + n. . 
这 些 数据 可 看 作 一 对 随机 变量 (U,V) 的 样本 值 ,在 妨 , 下 ;由 他 们 


(Сы. 一 


M 
=V san v. тт. 了 
a = Y BU, 了 了 一方 之 TV， U = 六 人 De， 
N — — N — 
B= У, -- Uc, — Vo Y, 一 U», N = m | п. 
k=1 k—i 


&, B Н QU, V.) (d HL МУО Т. 今 令 
W, = ГИ, — a — U]-sgnQUD, &= 1, N. 
(1.5.5) 
其 中 
20 


1. S и > О, 
eo edo Mou = 0 时， 

.— l, Gba 0 Bf. 
由 于 给 定 X p 2)» Yy a Bz 
(j— 1, m2 Д Ë Ү);-а- farz 
(7 二 1,… ,mn) 具 有 相同 分 布 GCy). 
m 95 РЕ Е тү НЕ ILU £x E; 6 Н 
分 别 的 回归 线 三 者 有 图 1 rh X 
# C 8,2>0, 时 ), 即 应 有 记过 8B 过 
Bi ЖІП 2220 0, 

Ү)ҙ-а--Вләуз-Ү)ҙ-е- Враз (86; — Bra је 15 n 

ЖРА GG-— (0, Pez), Ih 
Yu —«— Bay == Y, — а — Bixy — (8 — Box: jdm 
ЖТЖ Glyt iB pey) Yy apr yal RK Р Y,y—2a— Bx. 
3p zy 之 0 时 ,一 (wy 一 a 一 Bxrz) 随 机 地 大 于 一 (Yi 一 a 一 Bz), 故 取 
Wi Wy 的 秩 构 成 Wilcoxon 秩 和 统计 量 


oo 


M] TEKE AEH R Н, | Bo BER OS ORO e RaW), 
Rari (W), RAW D УМ, Was Лы, WORSE БУЕ) Ж ра] 
H. 利用 Wilcoxon 秩 和 分 布 对 给 定 的 显著 水 平 可 确定 出 否定 域 的 
临界 值 . 


$1.6 条 件 的 运 应 生意 分 布 的 检验 


一 般 一 个 检验 问题 当 总 体 分 布 F(x) 不 同时 ,“" 好 的 ”统计 量 也 
不 同 ,虽然 总 体 分 布 站 (xz) 是 未 知 的 ,但 大 观测 的 样本 数据 可 以 对 
总 体 有 一 点 了 解 ,因此 设想 在 进行 答 验 前 ,依据 所 得 的 样本 观测 数 
据 对 模型 作 - - 些 判 断 , 然 后 根据 判断 结果 挑选 适当 的 检验 统计 量 . 
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+ ЕТЕ НИ E TS КУЧЕ E FE АА, RE PR HE X UE 26r ХЕ ЭЧТ ЕТЕТ TRE 
况 均 有 显著 水 平 а. 下 列 定理 保证 这 样 的 检验 总 的 显著 水 平 仍然 
是 a. 

定理 6.1 设 匀 是 一 个 分 布 类 ,对 关于 多 的 假设 НЫ, k 
个 适应 任意 分 布 的 检验 ,对 应 的 统计 量 为 SS 相应 的 将 是 
JA Cin C, BEER 

PISE C |H, Fix) € S) =a, j=l ek. 
(1. 6.1) 

ЖЕТЕУ, Е‹ж)Є #,Ң Н, ЗЕ, 3G, S d 
WV 之 值 域 可 分 成 两 两 分 离 的 集 Discs D W| КЕ T Ho 的 
检验 也 是 对 多 为 适应 任意 分 布 的 ,显著 性 水 平 为 a 的 检验 ; 

4 V€ D, ()-1,) ео, ДІҢ 5,Є C, m, JES R B t 五 ,, 接 
受 备 择 假 设 H.. 

证 明 

РВЕ H, H FD € F |) 


k 


= P| LJiV € D.S, € CA LH. FG) EF | 


J=1 


ғ 
一 > Pv € D,,S, € С,|Н,,Е(х) € À 


е1 
Ё 
= УР(УЄ DH F(z) € S=) 
FL 
| PCS; € САН,,Е(х) € i) 


Е 


= eS P(V € БІН, о € F) 
r= | 


МЕ. 
当 用 铁 统 计 基 作为 检验 统计 其 时 ,利用 下 面 的 定理 6. 2 很 容 
易 构 造 出 条 件 的 适应 任意 分 布 的 否定 域 . 
定理 6.2 设 随 机 变量 Xi... 相互 独 江 同人 邹 布 ,其 次 序 
22 


统计 量 为 Xa ss Лоу ;对 应 的 鞭 向 量 为 
R = (CR, RAD, 
Wl R—= (RI, R X"= (Xa >": AXo AE LIMO. 
ШЕҢ 对 (1L,…,N)? 的 任意 一 个 排列 
r= (түзәм) 
TN 维 实数 集合 
АС d Gino Za) |а Stn S жи), 
PIR = r,X° € А) = Р(Х = Xo c Ky = Xo X° € A) 
= P((X, X4) € A) 
= P{ (Xi, Xn) € А), 
其 中 а4у-і нер, 9 ij. 而 
P(X*'€ А) = 2; P(iR—r,X € A) 


(күк? 
= NIPI’ Xy) € А}, 
故 


РІВ = r,X° € A) = жүр € А} = PIR — r)PUC € А). 
证 毕 ， 
ВЖЕ, А EE (Xa, 6 Хом) = (жуз бб" xo 2. lll (Xi, 


在 (za «ran КІ МІ 个 排列 点 上 均匀 分 布 , 即 


= PIR = | = (таттан) 


= PIX, = Хара Ху = Xe | X? = (Tttt) }. 
由 此 可 构造 条 件 的 适应 任意 分 布 的 检验 . 

例 1 i r54. 3,7,—6.0,2,—3. 6 是 来 自 总 体 F(x) 的 样本 
ЖҮЙЕ ; у. 7. 4, 5. 5 y= 6. 2 是 来 自 总 体 下 (z 一 4) 的 样本 观 
MIE. 它们 的 组 合 在 一 起 的 混合 排序 为 

тү == z, = 3.6, жу, = m, = 4,38, Жүз, ys = 5.5, 
Eq, == Жа = 6.0, ж, — ys — 6.2. £0) — y — T. 4. 
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为 检验 
Hy А = 0, H; A 2» 0. 
考虑 统计 量 
S4X,,X,,X,,Y, Ya) =Y — X. (]. 6.2? 
$5 ЖИ Gu "Шүу үз) Жі ЖКЕЗ оо У ХИН C,— 20 个 , 记 
Ж s S sext Жору, И!) 


s o y 1 
PiY — Х = s;! Ero Ema "t Xi) = 90° 


Е РЕКЕ a. HEES ЕЕ XT T (E Et ДЕ [u] ES 
Ну: A—0,H4; A70,Y — XKW RE Е Ha Ф a0. 10, nf E 
EFE 


) = i,’ 20. 


(8 = 2. 067, si = 1, 733). 

例 2 ИҢ ЖЫН. ҢА БОК. АН 
分 布 . 右 偏 斜 分 布 ,或 分 布 在 远离 中 心 位 置 的 概率 较 大 (所 谓 重 必 
分 布 ) ,或 分 布 在 远离 中 心 位置 的 概率 较 小 (所 谓 轻 尾 分 布 ) 等 各 种 
不 同类 型 分 布 时 ,有 各 种 不 同 的 适宜 的 秩 统计 其 的 检验 (参见 第 三 
章 ), 它 们 都 是 适应 任意 分 布 的 非 参 数 检验 , 当 我 们 能 对 总 体 的 分 
布 类 型 有 所 了 解 时 ,可 选用 适宜 的 检验 统计 量 ,从 而 可 提高 功效 

当 两 样本 来 自 相 同 的 总 体 时 ( 即 两 样本 问题 的 Н, 成 立 ) ,从 
定理 6. 2 知 秩 统计 量 与 次 序 统计 量 独 立 , 因 而 利用 次 序 统计 量 作 
前 一 步 的 判断 ,不 会 影响 后 一 步 用 秩 统计 量 作 检 验 的 显著 性 水 平 . 
因此 ,有 人 用 


Б, — М 
Q, = =: LM (1.6.39 
i M, - mm Loos 
ЖЕНІНДЕ, НУ 
U o os E Loos 
Q, = = — (1. 6. 4) 
! Uas m os 


来 度量 轻 屁 重 尾 ,其 中 U6,M,,L 分 别 表示 两 梯 本 的 组 合 冬 本 次 序 
统计 量 中 最 大 ,中 间 ,最 小 的 aN ТӨРЕ БЕРЕ ЛЕРМЕН ЗЕР, 
24 


+. ч diese nic Cuni a opi RETE қы. РАСА 


N 2m Бп 为 爽 样 本 的 样本 容量 之 和 . 

例 3 人 淋 件 否定 域 的 一 个 量变 应 用 是 处 理 样 本 观测 的 结 
Ctie), 邯 处 理 有 观测 什 相 等 的 情况 . 例如 设 r= 10. 4,22: — 7. 8,23 
=8, 4 НАЙ ЕС) зу 12. 6, 58. 4 来 自 总 体 FG — A) , 检 
验 

Hoa À = 0, He À > 0. 
将 жу, жк». кз, уз» Уг 组 合 在 一 起 排序 ,出 зу; 都 等 于 8， 4 形成 一 
个 结 ,在 确定 它们 的 牧 时 , 愉 好 取 它 们 的 平均 秩 , 好 (x1 xi, ул» 
yz) 对 应 的 秩 向 量 记 为 (Qi Q. Q. R i 2084, 
+, =7. 8 ЖЛ) % 


E 
y,—8. 4 的 秩 为 R = 223 6, 
zi=10.4 ЫРА Qi = 4; 
yi712.6 BIER R = 
则 Wilcoxon 秩 和 统计 基 的 观测 信 
W =R, + R, — 5 + 2.5 = 7.5, 
Ж, Н Š 1.3 节 中 万 。 下 的 结论 : R= Q QnQ, R RDH 512 
布 ,显然 是 不 行 的 . 利用 条 件 概率 ,五 , I w BJ WE F ,在 混合 祥 本 
FRIE Gozo та) moo (zo) = (7. 8,8. 4,8. 4,10. 4,12. 6) 
Я Е, Х.Х XS Yi. УВВ АЕА. 在 (1,2, 5, 
2. 5,4, 50 Е — HER] EUR 1/51. 从 而 确定 出 三 的 分 布 概率 


由 此 可 确定 出 一 个 条 忻 否 定 域 . 
Ма 条件 适应 任意 分 布 的 非 参 数 检验 的 一 个 著名 情况 是 
Fisher 的 2х2 到 联 表 精确 检验 . 
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HEI, fi 两 个 总 体 ,每 一 总 体 包 含 En E 两 类 个 体 ,从 两 总 
ЖН № 个 样本 单元 ,记录 ， 

а-ЖН й E, 的 个 数 ; 

b—3BIBLE 的 个 数 ; 

c—3E B EAS E, 的 个 数 ， 

d=R A IH E, 的 个 数 . 
构成 列 联 家 : 


现 检验 两 个 总 体 是 理 相 同 , 即 检 验 

Ho: 1 , 工 两 总 体 E, E, 的 比例 相同 ， 

H: 工 中 五 :的 比例 大 于 于 中 五 ; 的 比例 . 
Fisher 使 用 统计 量 

5 = ad — фе, 
S 大 时 否定 Н.Е ЫЛ Ж.А ab, d ,a 十 c,6 十 d 
的 条 件 下 ,可 构造 条 件 否定 域 . 在 此 条 件 下 a,5,c,d 四 个 数 中 有 一 
个 确定 , 则 其 余 的 均 被 确定 . 而 在 H. F, 
Pia= t| RE а--5,с-- а,а + c,b + а» 

i b+ d | 


(1. 6. 5) 


а +À Ё. 
JA ifi R| 883g S —ad — Бс 的 分 布 , 按 S 值 的 大 小 ,从 最 大 值 开始 , 依 
次 排出 , 当 给 定 显著 性 水 平 a, 则 可 将 前 面 的 概率 逐步 累加 ,直到 
运 宜 的 满足 a 水平 的 某 一 临界 信和 ,此 前 宸 出 的 值 将 构成 条 件 否 定 
BE. жт 5 RASSE. E Ho 

2,6 


> 题 

1. E SELBE Y= 4,4-6 бс=1,+=,я), ЖУ, ЖЕЛИМ 
的 随机 变量 ,8 ARRERA (adad LIP Зе, є ' 
… ,és 为 连续 随机 变量 ,相互 独立 同 分 布 ,中 位 数 为 0, 试 对 假设 检 
B [ni 1 

Н: ñ = 0, H,.] 79 

8 d-free( 适 应 任意 分 布 ) 的 计数 检验 ， 

2. 设 随 机 变量 Zi ,Z:,…，,Zxw 相互 独立 同 分布 , 分 布 连续 ,其 
对 应 的 秩 向 量 为 R= 二 (Ri,R;,… Ray BRE N2, S V=R Ryw, 
试 证 瑚 


PIV= 4) -| "Mi =en N — IW, 
Ü, +f. 

3. WOX I, XD MY e ,了 ,) 分 别 是 来 自 连 续 分 布 FG) 
和 G(x) 的 样本 ,混合 样本 并 Xn Y... Y, В ЛУ ВВЕ ER 
为 

R = (Qi, Qas Rs Ra). 
2 | 
К, = maxi Ris Rat’ 

说 明 当 下 (zx) 二 GCx) 时 ,Rw 是 d-free В. 

4. ВЕЛЕ X... X, 是 来 自 关 于 0 点 对 称 的 连续 分 布 的 
独立 随机 样本 W T 为 其 Wilcoxon 符号 秩 统 计量 ,证 明 


d v, 
其 中 ,FF 是 相互 独立 的 随机 变量 , 且 有 
P{V; = ;) = P(V,= 0) = +, j= lren. 


о. 在 上 题 的 条 件 下 , 求 WEH р, AEREA 
27 


wt 


EOV* NI var Wt). 
6. id X R—-BHELAE ht Bk X XCT c BOSE ER CS НХ М ETE 
А220, Big — 9) 2720. 
P(X >c t) = APQOX «c — tr. 
# X 3: F c МЖ, ШЕН CPX ce) = РОХ) RJ. FF 
|X—c| 5 = (X сәй З. 
7. 设 随机 变量 X4. XL HL Yu Y, 是 分 别 来 自 连 续 分 布 


E Ca Яй ‚| ZTA) 的 独立 随机 样本 ， 其 中 一 c<<gx， б< 


十 co ,9>0, 且 FC0) 一 过 .为 了 检验 假设 

H.: p= 1, 五 :了 DT 
Moses 提出 如 下 方法 : 选 一 正 整 数 上 之 2, 随 机 地 将 X. XL 分 
成 大 小 为 的 m AY ,六 SF K S ЕР] п Г. 以 Xas 
"Xa X ЖЕ В.У... Yin 记 了 观测 的 第 ;个 组 , 记 


: k Ё 
С, = > (X, — X, X, —-lYWx, i= l,m, 
ігі 


* 
D = УМУ, Yo, Y,-l ww, j=l en, 


ial 


È 
ЖИЫН Co e Caes D TAX ) X: The EB ЖЕДІ E i 9 (Q Qu. 
Ri R, y 2 


r= ўл, 
ET 为 统计 量 检 验 前 述 假 设 , 当 Тіріба,т” ,nn') 时 ,拒绝 His, 
tlam nD A T Æ H, FJ 1—a 4 EC. 试 回 答 下 列 问题 ， 


(a) ТЕШЕ IE GR ИНЕ 0х ЖІ 6, 3224 48. E H, F T E d-free 
的 . 


(b) 在 五 下, 求 了 的 分 布 ? АМЕ (ат! ln ә Я nno 
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РЕНАН ІК. —w— a Qa (s. N... - -. w- anm c Bm . -- + 


第 二 章 сят E 
521 — ЖОЮШ 


定 1.1 对 分 布下 的 参数 58, 如 果 存 在 样本 亏 为 r 的 样本 

Xi. X, 的 统计 量 OX m XE 
EjRhQX,.,X,2 = 6. HAH FEF, 

则 称 人 参数 8 对 分 布 族 = ЖЕ г 可 居 的 ,其 中 Erh(， ) 表 示 统 计量 
ВСЕ ЖАТА Е 时 的 期 望 值 , 使 上 式 成 立 的 最 小 的 > 称 为 
Up fh de ОВЧЕ EH RE. 

iX H АСХ o XOMA 86 lE (Kernel. 

我 们 不 妨 认 为 hn n xD ROGER ERE EE EE Са, 0 8] 
RESI Co ,… ;a.) 有 

АС 7x4) = hriy x). 


d 
AX rns (XL) === AX a, ... ‚Ж„) , 
ж 


h Qus X) = L СУ ROG XQ, 
* n PLIL ml 


ША +) E У 1.1 的 要 求 , 且 是 对 称 的 . 
定义 1.2 BEIE X X, ES F(r)€ 5 Ж. 
к п] h 2 8 有 对 称 核 AUXG Ut. Х,) ӨЛШ: АС” ) 形 成 的 统计 其 
UX pen XD = o Sl АХ, З.Х) (2.1.1) 


" Gu Ho 


(FK 


称 为 参数 9 的 已 统计 量 , 其 中 „2. AEGRO EDO, vB r 
【有 B) 


Ж-Е (A... BORURIT. 
н 1 设 交 为 全 体 一 阶 插 个 在 的 分 布 类 , 则 均值 = EK) 
是 对 .多 BUSES 1 的 可 售 参 数 . 对 称 核 为 
hCX,) = X. 
由 此 形成 的 U 统计 量 为 


UOG es Xo = Hox = X. 
j^ 


例 2 МУ ма НАЕ НАН. ИІЛЕ 0— ERCX, 
-EXV 是 对 ННЕ 2 НИЕ. 对称 核 为 


hU X ico 一 XX) + (OG ХХ] 


= IG UT X», 


相应 的 U 统计 量 为 


UGG s Xo 19 OG Xg 


= on — р) 90 + XA 一 2Х Ха) 

1 
= D 12 PSU XQ) 一 Apex] 
oa — "oii хоз, tX 


— хоз + Хь) — 25 Xa Xe | 
kaz: 


Comin — "cL хж- P»: | | 
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= 1 Ia 一 Ky 


# — 1 
ДЕК М x 取 正 值 的 概率 PX Z0), W| up 
AXD = XXV -[r 当 X, > 0, 
д = О lo, c X, < 0. 


Xt— 9j rd ERE. ЕС) 39 | 
Eh CX) 一 ERE) 一 P IX, = Ü) = ] 一 FiO), 
参数 0—P(X 0D МАТ iE A 


UQG XD = Ууух) 
i=] 


= Lon, X, 中 为 正 的 个 数 ). 
通过 简单 的 运算 可 得 U ТЕЛЕН. 


1 2 
"n (hCX + "== A } — 8) 
var (U )= | n | p ^ ^ К 
ri 


Bl, 


NU 22 > ELG OG, = Хз) — 0) 


- (OX. Xa) — 0] 


iS, > Sov Uh СХА a "Ka AK a ‚з XD] 


1 хіпі} Ги 
ОЗИ 
T 
= пт" e (2.1.2) 


其 中 £,—cov[A (Хә Dor» qu ".,Х,) АСД," P, 0» CP Ua 
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ХО) BUB PRHE PSU c 个 相同 的 两 个 核 的 协 方差 . 特 
SI £—0.£—var[ACX iX]. 
对 < 一 D,1,…r 有 
0 =< b ui, (2.1.3) 
这 是 由 于 
E= сом |А CX, XUI Xuan XD. 
hOX Х.Х, XV] 
= war[ACX, e X X... X] 
:var[A X4, X. Xo Хь) 117 
= (var[R CX, X2] + var LR CX, X D? 
= var[ CX, XD] = 6. 
X. 
£= ERO Aa Att X.) — 8] 
[hACX,,7 X X 4X4) — 87; 
= Ex Ех RR X X. von ХӘ — 0] 
' Ex ak, ААСХ, Кз X N. УК») — 8] 
= Ey ax Ез, x ACR rm Х.Х, nm 一 的 时 
= 0. 

TIR] Exe U ТЕЛЕТ iski ЗЕ. 

Dia ЖЕНА U StiEEXBIJE 28. RU ЖО 统计 
ETAU- АУК, Н, 1,4 X) — Xf m varCX D =о GR 
AES, 
че 1 [1|[л—1' д? 

ма "а 
SE 
例 5 жей GE S= 2 Q X 的 方差 


ЖІН ЖУ 统计 量 方 差 的 一般 表达 式 , 此 时 ,r= 二 2， 
32 


本 


г =cov| + (X, 


| 


P |= &j- 


КОХ, 


| 


" [ CX, 


=} E% 


ROG X) =X, 


хо, AX] 


— XV (X X4) — [ECX, E(X) F 


—E(X,))—(X;—E(X,)) 1) 
—[£cX,— 


EX F 


— ELX D +H3[ E(X, — E(X Y] 
-- [ECX,— 


E(X Y Ë 


=+ ECCX| — ECX DX ЕХ -EXT 


Ld 


н> 


с; 一 var| +(X 
-EOn- 
1 
=+ ЕС. 
—[ECX,— 
= LUEGO 
—[ECX, 


一 上 
= EX 


var| (X -E(X D], 


— X,» ] 
X,95—LEGX,—EGX YT 


E(X, D — (X;—E(X,)) F 
E(X 52212 


-ЕХО»-ГЕСХ-ЕОХУ ЗВ) 
— E(X EE 


ECX)D'-[ECG—- EC(X)) 1°) 


-FLECX,-—- ECX)Y F 


=L yar[ (X E(X, DJH [E(X -E(X 0? 5, 


2 
var(S*)— —— 


la 


[209 — 226; +. J 
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[EC X, — ECCO! T-- ча LOG ЕСК] 


[E(X E(X DY PH EX — EOCOP 


___ё@__ 
- Aa(n—1) 
_ 2 _ 
 n(n—1) 

ЕС, - E(X0: F 


Tea EXD — A6. EEC 一 -ECX VY Ë. 
"Pp 求 总 体 分 布 取 正信 的 概率 9 二 1 FOOBLU Brit B 
一 起 W(X) 的 方差 


利用 上 述 U 统计 量 方差 的 一 般 表达 式 , 此 时 ,+ 二 1,h(X) 二 
pX) = мат Ф (ХЭ) = FXO)D QO— FCODD , 


var(B) — Iroa — FOD. 


52.2 —#FE# U iit EB DIEA fn 


本 节 讨 论 U 统计 量 的 大 样本 性 质 . 

定理 2.1 ИЛЛЕ X..2-.X,Q 是 来 自 天 (zz) 的 简单 随机 样 
Æ. (xz) 有 未 知 参 数 08 是 > 可 估 参 数 . U (X I, X0d0BIJU 
统计 量 , 其 核 为 А(Х, (rnm X) ;有 

E[RCGX,,-,X) f « оо, 
Wil 
lim nvar[UGCX,,-,X,)] = £t. (2.2.1) 

ШЕҢ ВЕЕ C-—var[ACX,--.,X0 |< oo. 而 对 
(2.1. DAPKI t. A оС, (с-ісе BEER t. ҰЯНЫ, НІ) 
统计 量 方差 的 一 般 表达 式 ， 


. n 
nvar(U»— p» 
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ajr а“ п т) — 2r Le T 1), 
<=) ске n*(n—D--G-—-r4AD °“ 
上 式 中 ,| coss п ЭЕ В ТЫ nomeo Een De 
€ 1 
ғ, BH 
n* (n п) (n — 2r Te t 3) oo. 
n(n — lC — r + 1) ' 
若 < 一 1 , 则 
nin — riea —2r ber |, 
n(n — D: — r + 1) ° 
B bÀ 
i _ |l Tl КЕ 
证 毕 . 


Н ЕЛІ E[ACOX,,--, X2 оон, СХ, X, ЖЩ 
Ж 8. Jimi U EE 8 IH dii. 

以 下 进一步 证 明 U зт E RETE I. 

F 2.1 REITE X..-—.X. 相互 独立 同 分 布 ,分 布 为 
FC ,假定 统计 量 WX... ,XX,) 对 变 元 是 对 称 的 ,二 EQW)= 人 0. 
又 随机 变 基 的 集合 

»- viv = EKKO 是 一 实 函数 } ， 
r=] 
WW Er 上 的 投影 定义 为 
Vt = УК ТО, (2. 2. 2) 
i=1 
фк) ЕИ Хе). 

定理 2.2 设 统计 量 WX 6, X.) 3h yr El АЈ КЕЗЕ 

ж Жұ." ,Х, 的 对 称 统 计量 ,有 EON ) = 0. X 


= XKX») 
r=] 
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E W fE% BBSEGK'GCEU/IX,—0, МЕ V € 97 ,有 
EW — V * : x ЕСУ — VY. 
ШЕҢ АЗАН жин 
EW — VyY'- ЕГО — V*) + (V* — V)? 
= E(W — V^5* + ЕСУ — Vy» 
— 2E(W — V "(V * — V). 
Bl v* 一 人 KR (XD HV 一 > K (X,) B SE X YB 


i=} 
EW -VOU — V) = УЛЕСИ — V )(C QU — K(X). 
B = 

EQOV — V*)(K' (X) — K(K,)) 

= Е E| (W — V XK*' CX) — КОХ) |х] 
= Ex (K *(X,) — KCOXCODE[QV. — V°) Хр. 

但 上 式 中 的 

E[(CW — V*)|X;] = EQV IX — EQ (X DIX) 


"Lr 
= K X) — K' (X — (п — ОЕ, (K OG) 
= — (п — DExEQVIX,) 
一 一 (n — DEGOV) = 0, 
M S ЖОЛ 
EW — V*»(V' — V) = 0, 
EW — VY = EW -- V* y 4- E(V* — V), 
因此 
EWW — V* y! < E(W — Y 3, 
证 毕 ， 
БЕН НН 14 ЁН УМУЕЕН.У "是 通常 意义 下 史 在 
w 上 的 投影 ， 
例 1 总 体 的 方差 = var OO BS ЖІ UX eX) = 
36 


^ vide cR ih, тис ланга lm Fla Du de sd Tin Ael а-н a ao] аьла ДА О Sp M RR елдігі тары ы. CR TR Rr E uh аа ei rese C 


К 1 - ата; "vow F 22. 
=X: XY REE Y 上 的 投影 
К“) = E[S — 9|X, = 2] 


= z| >x: Е | уух? + 2212)XX, | | 


— 0 X. =: | 
1 op 
= ба[о = D| + ух ]- Уух, 
— 2 5 SXXX, = |- 0 
алт MER 


= LO — 101: + (n — 1200 + £) 
nin — 1) 
— ?(n — 1X& — (n — 1) (и — 209 — 0 
dr oq 
= QUU н) 8], 


其 中 jy 二 ECX) 是 总 体 的 期 望 ,因此 57—60 {к 07. 上 的 投影 为 


У" = Ix — н)? — 6. 
对 一 般 的 统计 量 ， — 9 hOX, o Ху, уд 
E[hQYX,,-,XO|X, = t] = h" С). (2.2.3) 
IA COR 
Exh" (Xi) = EÇACX ,KX,) = 8, (2. 2. 4) 


varx h" (X) = Ex [A (X y] — & 
= Ex [h" (XO — @ 
Ex CE[A X, X4, X) | X1] 
CE[ROXC ХХХ - 
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= Ех, {EL ACX, XX) 
* ACA A em XIX ]) — 6 
= ËEThO( X X pyt, X.) 
* ACE Хуу" » Cu —g 
mE (2. 2.5) 
这 里 Ex svars 5r ЖИ 3& ЖЕ X, 的 分 布 求 期 望 , 方 差 ， 
定理 2.3 若 UCX,,… XARA HUE > аон 
计 基 ,其 核 为 АСК, е, Х,), M UCCX t X D —8 ФЕ > Ен 
为 
* =„ 240 00 — 0], (2. 2.6) 
其 中 h" G)—E[AGCX,,---,X)|X1—1]. 
ШЕҢ 根据 定义 2.1.02. 2.2) 式 中 的 
K= EIU, ,—,X) —0|X, = 0» 


_ "p У) AXXa mec mor 
un 


ELT -A 
— 1 — 1l 
r # — 1: 


一 ME (zy + — 89—6—-[n (ту — 61, 


故 投影 у= $e (X3—6]. ЕФ. 
例 2 МЗ желео авот ЗНН 


nl _ 
S NOx 
S* 的 核 为 
hCX, X.) = LO, — XQ 
38 


Como: Mella = ыытыы qaa. ы TR as а ых 


(2. 2. 605 P H 
А* (у= ERIX XD |X =] = ERG, X 
= LEG 一 X, = lo 一 2tu + E(X5)) 


no — 2 A p) + LEG, — иу? 


|l, z, ll 
= y ü ° 7,6. 


BUR EC. 2.655 .S2— 0 В DJ 
"dA < 1 — 2 1 
7 一 ЭЕ ә 19—60 | 
| (2.2.7) 
= уух, > 0], 
i=] 
其 中 jy,8 分 别 为 总 体 的 期 望 和 方差 ， 
з REF 0= РХ, Хов РЕ 
1 
UX e Xn) = B] 2 2, + Хх) 
2 
的 投影 . 
(2. 2.6) 式 中 的 
h" (у= ЕХ, + X,)|X, = t) = Elpa + X) 
= Pit + X, > 01) = РХ, >— t) = 1 — F(— Фр). 
ERIEO.2. ORU X X,)— 08 TE % ЕВРЕ Ы 


e ÀN'Cno pre _ 
v= 2401 FC— X0 — 8], (2.2.8) 
其 中 F(A 是 总 体 的 分 布 函 数 . 当 (2) 关于 0 点 对 称 时 , 则 有 
. _ 2җ _ 
у= 5 ХЕХ.) 8]. (2. 2. 0) 


定理 2. 4C(Hoeffding EID 设 随 机 变量 X, X, 是 来 自 某 
ii HR PJ Ia ВНЕ Ж, ва й [dh И, Hof E N 
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АСХ s. X0. Ж 
E[ACX,,--, р < оо, 


ШАРЫ sip 
UQG o, X0 = i M AG Xa) 
Ec E 
FI 


345 =соуГА CX1, X4, X DSACX LX, Xs 0 ]50 时 ;统计 
t 
“а [UCX,, X0 — 8] 
ETHER noo X МСО, 1). 
ШЕҢ  jDU,—U(OX,.-e.X0. BEER 2.3,U,— 0 3E 9^ 上 的 
投影 为 


r 


VI > 24U Хә — 8]. 
H (2. 2. 4), (2. 2. 5) H1 (2. 1. DE ECA (X. — 8, vari  (X,) = 
¿ë <t. -E[ACX,,-.X2—8].H im ЕСУ 3-0, 


. |> п 2 
var(V,) = | =] > var[ ñ ' (X. | = "uL 
` ` 1-1 


Hep VI ЖОЛ fF ЕУ ТЕРІЛЕР 
有 极限 分 布 МСО, 26). 我 们 若 能 证 明 
ЕГУ n (UU, — 00 — nV! E—0, 
Шін Slutsky 定理 即 可 得 本 定理 结论 , ТАЕ НН КІ ЖЖ. H 
于 
nE[QU, — 8) — V^ T 
= nEQU, — 8)* — nE(V Y — wE U, 一 6)V' ], 
由 本 节 定 理 2. 1 AU nEQ',— 0Y rt. М. nECV; =, 
再 证 
mL — OV ] -> £t. 
Af) 


而 由 „ЖДУ, aX 
пЕ[ QU, — AV | 


ІШ SI САХА en X82—0] УА" CO — 8] 
= +Ë. |” ЖИЛ п “二 | 
= > г, EUAGG З.Х, 2-61 Xe 

B. 


Ë ШІ A 
ғ 


当 € (Burns BR 
E(B OX , X8) — HCA (ХУ — 8] = 0; 
Niel BN 
ЕСГАСХ, X40 — @J[A* (X0 — 61) 
= ExE([hOR Ха) 一 的 [有 CX — @]|Х,) 
= Ex([^* OX) 一 8]E[RCOXs Ха) — 0|X, ]) 
= Ex [h (X) 一 0) = &,. 


所 以 


nE n — У] = P > 


从 而 
nEL(U 一 0) — V; F — £t, + £6 — 268, = 0. 
故 有 定理 结论 成 立 . WERE. 
Ма 考虑 计数 统计 量 B— 5,900 (参见 第 一 章 第 2 节 ). 
B/n 是 自由 度 为 1 up fe m PEUX 0) U БЕЛЕ, 
£ = уа XD) | = PIX > 01). 13 — P(X > 05]. 
所 以 有 ~ 2 р(х >} | БИЛЕ NO. CO BB 
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| 于 ; . 1 o 
gp- Ep) 7118-вх>б) volg P(x > o) 
/ varB N nvar[ $ CX, ] N t 
ШӘЛІ РАЯН N (0.1). 


例 5 考虑 符号 秩 统计 量 W+-- DOG (COR! (参见 第 一 章 第 
4 节 ). 由 第 一 章 第 4 ECL. 4. DAR 
W*— $$COXOR! = УУХ, XD 
r=] 


i=] ји 
= УХ) + УУХ, + X». 
i1 Pe] je 
而 
i= DOOR PIX >o U tili, 
U= D OG ХЕ PIX -X£»0M8 U Sti HE, 
il ji 
И 
a 
W*—E(QOV*) , ' 
п п = EG) п (7; — EQ). 
у 
БуЛ, 
3/2 P 
— (U, — EQ) — 0, 
l2 
2; 
而 由 定理 2. 4, 


^ n QU, — EQU,)) 
ЖЕ B N (0,45,), Hp 
¿i= соу ОХ, + X,) (X, + X0] 
= PAX, d X. >> 0,X, + X, > 0) — [P (X, + X, > 0). 
42 


因而 


мл (prt EWH) 


hi 

2. 

ВЕЕ 77 E МСО, 401). МЕНЕЕ О 点 对 称 时 ,可 
以 算得 


PIX, + X, > 0) = | AFGDdFG) 


En tz, 
= | 7 Г dF (21) Jarc 


Tos 
= Ll — F(— z) Ја Сх) 


+= 


+ 
= B F(z dF ir) = ГЕР 


PX, + X, > 0,X, + X, > 0} 


[Lf rare Jf rare | авео 


| 
| 一 


有 渐 近 正 态 分 布 NC0,1). 而 
ртр, 1 
тат | > i 

_ [акуш D Cs D АДЫ, 

24 2 3n i 


所 以 此 时 亦 有 
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М EWT) JR N(0,1). 
ае  SHDEIEDA 


S2.3 二 样本 U ЖЕН dm ЗІ 


53.1 有 了 两 个 独立 样本 : Xie Xu 相互 独立 同 分 布 ,分 
TEA Сх): YY ，…,Y 了 ,相互 独立 同 分 布 ,分 布 为 GCy). eds 
ЖЖ S — (EGO EGO SO Н[{Ё Н] n R АЕ Ж Xs 
Yi, Y ҚАШ АСАНХАН ) 使 对 一 切 (F,G}E MA 

Ез. [A (X... ХУУ) = 8, 
其 中 Eg. h 表示 统计 量 AC + OXEB T S Ak у Е.С 
HR RE EH (RE. 车 上 述 关 系 成 立 的 最 小 样本 量 为 r,s, 则 (Cy,s) 称 为 可 
佑 参数 8 的 自由 度 .<，;* ) 称 为 核 . 

PRIRA АС Xon X Hl Yi, Y, 分别 对 称 . 

т M. 3.2 ЖЕЛ У 3.1. 4 АЯ RO(X I, Xa Yi, е”, 
Y,)J m BTE И E 

UC, Xu Yu nV 


— d... ы — 
PR ur fedes o BJ U 统计 量 . 


Мі 概率 6 二 PIX<Y) 是 (1,1) 可 佑 参数 ,其 对 称 核 为 
СУ. Ху), ЗР U 统计 量 为 


U = р, — X), 


i=] jl 


Һ<Х., 2. Ха 24 .... Ys) 
Gp erae M enr RO 


(2. 3. 13 


>> (Y,— X yE S 29 3 节 中 的 Mann-Whitney ЖШ. 


类 似 一 样本 的 情形 ,可 求 二 样本 加 统计 其 的 方差 . 记 
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Ped =cov| À CX) D .Х.. Lp s ttt Хү, „Уа Уак SUYO, 
ACX] ... X, «n ."*7 A gp. c Ya y" ‚Ты, Y ua у. Y a) | " 
则 二 样本 统计 量 的 方差 有 一 般 表 达 式 ， 


1 эт 一 i 
var {/ = 
É c0 d-i 


PJZ% 


Y. 


ғ.а т — 5 


s — d 


E 
а. 


ғ 


іш. 


€ ff — Е 


(2.3. 2) 
定理 3.1 BE UC I, Х,У, YO Се.) [н 
Жү 8 的 U tit E, 其 对 称 核 为 h (Ñi, 7 X. Y i s e. Y). + 


EAX е X Yi ms YD «o0 ЖЯ A (Oc A« I», 34 
N —n-F тоо, ШЖ 
. = 2 
lim Nvar[U OX, X, Yi = Y] = Е + бы 
(2.3.3) 


ШЕҢ ”类似 前 一 节 定 理 2.1. 
与 一 样本 的 情形 类 似 亦 可 定义 投影 , 记 随 机 变革 集合 


o^ = (EK a + DKY |, 
(U — yl] o 的 投影 定义 为 ü 

V* = SK? (XO + Yu (Үҙ, (2. 3. 4) 
其 中 B Е 


Кт) = E[U — 8|X, t], 
Kj; G> = EIU — 8|Y, = t]. 
定理 3. 2(Lehmann-Hoeffding ЕШ) MEULE XQ, 
X, 相互 独立 同 分 布 , 分 布 为 Кох), ИЛЛЕ EE Y ,… Y, 相互 独立 
[E] 分 布 ,分 布 为 GG, 388 iF Et СОХ 是 Cr) 
信 参 数 8 的 上 统计 让 ,其 对 称 核 为 CX I... X Yi, Y). Ж 
E[RCX V, X. Y i, 2 YO < оо, 


| 
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rU. "о, 
eS pdt cO (2. 3.5) 
时 ， N LU (Xot, Хы Yie ta. Y.) — 0] Ek Xr E cS A d 
N о. бо 


А 1—A/' 

证 明 ”类 似 前 节 定 理 2. 4. 

例 2 考虑 Wilcoxon Pofl til fit W У ,Ri 参见 第 一 章 第 3 
ей! 


37). 
由 第 一 章 第 3 4501.3. 12041 


w= Ч) LS Qn X). 


i=} іні 


miti 


= a > > 
是 (1,1)? 可 估 参 数 8 一 P{X< 了 } 的 U 统计 量 ,其 对 称 核 为 АХ, 
YO0-—4O.—X)D. 对 应 的 
£a соу eG, 一 X,Y; — Ху] 
= PIX, YR <Y,) — [PIX «c YU, 
Qa covie(Y, 一 Хо, ХУ — X] 
= Р(Х, YS JX;«Yg — [РХ < Yi. 
在 Ho: Xie X. Үз, б, Y, BRE [Rb Ap i, НА Ж FD. 
Fr 连续 时 ,可 算出 


PX, Yd = +° 


VOY, — хо 


P X, «CY, X, < OY, = 


РАХ, LY GX < Y 1 = 


оо јн ta | 
+ + 


46 


На Eom am у; RV TE H, F , 


l | І ud ' 
VN[U 一 t riii SA N 0, + тус 25. 
ІП Wilcoxon кж КҮНЕ 


W = maU "€, 
ЕСИ) = XED, vary = "ЛАЛАР, 
易 见 
varw [E . КО 
所 以 


W — EW) 


varW 


ЖИЕ PME N (0,1). 


Уу Ж 


1. 设 随机 变量 X. X. 是 来 自 总 体 玉 (zx) 的 样本 , 试 对 下 列 
参数 确定 (i) 参数 可 居 的 自由 度 ; Gi ЯК ЛАС 205 Gi U 统计 
Ж; 并 指明 (iv) 适应 的 分 布 族 多. 这 些 参数 为 

(a) PI|X 1724151; 

(b) РІХ,4-Х,4-Хұ>о); 

(c) ECX,— 03 rh и 5 F GOBSHEIB 

(d) ECX,— X45. 

2. 考虑 参数 =P X +X НИЕ X... X, 相互 
独立 同 分 布 , 有 连续 分 布 FOOD. E XL 

Alz) = 1 — FC— x). | 
说 明 ECAOX 0 —9. 并 请 回答 ; (XW) 是 对 称 核 吗 ?为 什么 ? 

3， 设 统计 量 U 和 Us 是 同一 参数 8 的 已 统计 其 ,如 果 分 布 族 

Ж“ 包括 全 部 连续 分 布 , 说 明 
PIU, = U,) = 1. 
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4. REILE E X, X, АНН PR vr a] АП, 5 
p= PIX, > б}, 
则 对 参数 =p p), 

(a) ЖО U Bib d Us 

(bo 3K маг; 

(c) 34 n— oot] {1/7 ЙЫН Jy Ж. 

5. WU, 和 AY M| EE B H FE БІЗГЕ О #I Ë HH ДЕ 
ӘНІНЕН 0, BJ U НАН ЫЕ ЕЖ 0, + 0, B) n] TAI EI H £ 28 
r=max(i sr.) lisi Bt V =I, +U, E 0,09, ËJ U Str] Et, di BH 
使 

Mn (V — 8, — 8,) 
有 均值 为 6 ШЕ ЖЕ ЯН Е, ВЕНН 77 ЖЭ. 

6. 求 二 样本 问题 参数 8— varCXD tvar O U #18 U * , 
并 确定 VN qu' emn. 

7. 考虑 二 样本 尺度 参数 检验 ,样本 为 

X: X, SHE З [nl 2p 48 r АНЫ Есі — 085; 
Y, s Y, 相互 独立 回 分 有 ,分 布 为 p| 8 
Fi 连续 昌 关 于 0 点 对 称 ,6x, 已 知 , 检 验 假设 
Н,:%-1. H7 |. 


* 


2 
X; = |X; — &|, # = 1], т 
Y! = |Y;— 6|, 3-1.--.п. 
HESS 0= РАХ Y; YD U BY U^ diese — Т Exeii iin ERE 
检验 ,说 明 这 个 检验 是 非 参 数 d-free 的 . 3 R UO HH Таяп 
ММ" 6M GE: SEU ARS OB ЕС) Е RR). 
8. 证明 定理 3. 1. 
9. 证 明定 理 3. 2. 
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第 三 章 ”线性 秩 统计 量 
53.1 线性 铁 统 计量 的 定义 


定义 1.1 É X, Xk Ж М 个 随机 变量 ,其 对 应 的 秩 向 量 
wA R= (Rje Au). X. afl), a CNO fll cil) pe cCA 是 两 组 
常数 ,组 内 的 N 个 数 不 全 相等 . 定义 统计 量 

5 = $cGaQ(O)), (3.1.1) 


S PRA RWSIEG), na CNO 38 PR Сесоге). 
Саз МА БІН dr. 
бі 二 样本 问题 : 随机 变量 Xu X. 相互 独立 同 分 布 ,分 
布 为 F(x) ;随机 变量 了 1,…,Y, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 为 G(y). 混 
合 样 本 X... X. ,Y i s. Y. 对 应 的 秩 何 其 记 为 
R = (Q,,-- Q. Ri, RO. 


取 两 组 常数 
су = N эщ т — 1,--.т 时 ， 
1; 4 i = m + ls N,N = =a + n Bf ; 
ай) =i, ¿=1,- N. 
则 线性 秩 统 计量 
S= Peal) + 21 с(а(,_„) 
— SR. 
若 取 两 组 常数 为 
сау- N Mae; — 1,--" Ш, 
1, Ші--т--1,-.МЯ4; 


AS 


ali} = | 
М 
m 34 2> Ila, 


则 线性 秩 统 计量 
5 = 24400 


= (Y, Y, 中 大 于 混合 样本 中 位 数 的 个 数 》. 
上 上 面 两 个 线性 秩 统 计 基 均 可 用 于 二 样本 位 置 问题 的 检验 ,县 
检验 问题 , 样本 为 
Xi Xs НАВ л А, Е Ск), Сх); 
Y i, Y, 相互 独立 同 分 布 , 分 布 为 下 (z 一 4) ,A 为 未 知 参 数 ， 
检验 假设 


Ha: = 0, HALO. 
+ RUNI 2R ГК 3 
А N у= |, 轩 ， 
єт) = | 
1, Msi — m + Y. N ЯҒ; 
а = |i— E 
则 线性 穆 统 计量 
s= X&- Nta’, (3. 1. 2) 


此 线性 秩 统 计量 可 用 于 二 样本 尺度 问题 的 检验 , 即 检验 问题 
样本 为 
Xu sA m 相互 独立 同 分 布 ,分 布 为 Fix) Fix) 连续 ， 
Yie 相互 独立 同 分 布 ,分 布 为 如 | Z). 
检验 假设 
Ho: т = і, Н: 9? > 1. 


例 2 из М-Ж ДАК X, Xu Xi F (z), Xi. 
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ZEND CE 相互 独立 . SUA Ë 12 
Не. Ху, Ху а] ^r р: 
Ho FOOF ala) G= 1, N ЫНА ТАЕ ex ny, 


X. 


MR Н, B[ EL ik, ЖЕ id Ri ШЕКА 3 o BERE 8] EE CR, , 
-RORI С, MNR XC. Е — 71 ECL B] 52 И Br 28 


Бка) 


іші 


_ ES DE: D) _ МОМ DON + D 
: 12 ' 


所 以 C3.1.3) 式 可 化 简 为 
p= уулу ОПЕ — N| 1], 


(3. 1. 4) 


它 的 等 价 的 检验 统计 量 为 
S= Уук, (3. 1. 5) 
BUSH cf 一 ai 一 G—1l,7,NOBIZETETEEE TER. 
在 第 一 章 定理 3.1、 定 理 3.2 HE EH; 25 XIX S 相互 独 
з E] o dp А ЛЕ ЕН, ЕТЕГІНЕ R—=(R,,-— RO ES S 
A 一 {Стус | (ғұ, ғы) E, ND 的 排列 } 
(3.1. 6) 
上 上 均匀 分 布 . ЖОК 5] 43 Tf , В 
PIR = т} = > i= l,e, N, = l, N; 
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P IR, = к,К, = s) 


SSS r= s,r,s = 1,-" N, 
0. Rb. 
ізе J, i, = 1,-%.М, 
利用 这 些 结果 可 得 下 列 关 十 线性 秩 统计 量 的 定理 . 
定理 1.1 设 a0),…:acv) 是 个 常数 , ЖЕЕ АСА, 
КЕЙ A EIA, M 


^N 
E[ aCR;)] = 4 Уа), 1 = lse’ N, (3. 1. 7) 
#= | 


" 
var[a(R,) ] = x > [a (Ë) — а], i= lpn, N, 
ісі 
(3.1.80 
N 
— 1 x 
中 — x CP 
а N ра 
cov[aCRO .aCR))] = NO p NETS — ap, 


PX. d. l..N. (3. 1. 9) 
证 明 直接 按 定 义 计算 ， 


ЕГа‹К)] = Sa РВ, = h) = a, 


N 


var[a (R,)]= [400 — a] P{R, = Ë) 
k=1 
1 < 
k N Ха) — а ]°, 
k=] 
cov a(R ,a CR; ] 
x 
= > У [а — à][a(h) — à] - PIR, = &,R; = h) 


u] hak 


1 ia _ _ 
= x Uu (4) 一 (h) 一 
NN — р 25 2414 а Га а | 
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` amm euim. eR LH ca MEA, ы nk EL ines] soa Tune. пы: лығы інінен m ERR a Р: шығ ШРЫ RE APR em сатылды dolemus ты 


= МЕМСТ | > Sah) — ajfath) — a] 
- Заю 一 可 | 


= s 3c — 21 | 一 Sla = ap | 


&= | 


= от Aw — al. 
定理 1.2 FHE RSR oe ,Rw) 在 集合 Ж LE J yfi, 
则 线性 秩 统 计量 


S = YealR,) 
i=] 


有 
Ес6) = Мга, (3.1.10) 
N № 
var (S) = X {| Ие -af (DEOD — с} 
(3. 1. 11) 
其 中 
1 < 1 < 
c= g У си), а= X (т). 
С м, N 248 
МЕНЯ ЕҢ ХЕ 1. 1, 直 接 可 算出 
E(S) = De Ela )] = ЭЭС = Аса. 
N 
S — Е(8)- Y paR — NTa 
i=] 
N 
= > [cG) — clLatR2 — z]. 
1--1 
ny 38 
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var(S)— El Уса —с]{а&Кә — a] | 
_ Е Уса) — £€l[aCR)O — a] + > 24[0 -- €] 
Гес) — Ja (R) — а абв, — a] | 


N 
— > Le Gi) — € jivar[a (R; ] + > D> LeG) — c] 
i=] Fj 
Гес) — cleov(a CR) a(R) ] 


= (2160 一 可 : [it ар |- NN =) 
. | 23 t6 — #0 — 2] H rat -可 | 
_ Meo гр "ze -aF | 


ee [су — с] IPC —ap l. 


$3.2 线性 秩 统 计量 分 布 的 一 些 性 质 


本 节 我 们 证 明 : 线性 秩 统 计 基 对 应 的 分 值 ge(1),…,a(Cv) 及 
回归 常数 ceC1),…,cCN) 重 新 排列 次 序 不 影响 线性 秩 统 计量 的 分 
布 . 首先 引入 -- 个 简单 的 引 理 . 

引 理 2.1 ЗКО), 2 sg 3L, (3.1.60 Æ) AH 
9 II — XI BB R 是 在 2 上 均匀 分 布 的 秩 疝 量 , 则 统计 其 s — 
K(Rth EHSIA fg. 
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ШЕҢ 25 Í — K Cry E Sd SE -—x—HBR ER LET DI {ЕДЕ 
映射 r= K (s) (s€ Z2)1b E: RA s BI—x — h ñf, Е Є 
Ф, 


P(S—5) = PIKQ) =з} = PIR = K^) = ур. 


ЖЕҢЕ. 

直面 我 们 列举 几 个 常用 的 一 对 一 上 映射. 

біп EX KiGOo—d, Ва (di. dw) d, = jM r =; G 
—1l.NDBEP.IBUI d; Æ {= (r, ,--…,rw) 中 的 位 置 , 例如 N=6,r 
二 (4;1;6,2,3,5);, 则 

Куб) = (2,4,5.1,6,3). 

K.G) E 92 33] ee üt — Хр. 

例 2 KOSIN +r N+ rn tk Se Ф| se #J— 
对 一 映射 . 实际 上 如 果 样 本 XS. --- Xn 对 应 的 秩 向 量 是 7, 则 
-X pt — Xy 对 应 的 穆 向 量 即 为 Kr). 

Аз "ELA IE (OL, ,NN) 的 两 个 排列 

r = (rary) 和 s= Gy.) 


的 复合 排列 .~ 对 s 的 复合 排列 为 


г ° 一 《7 (3. 2. 1) 
而 对 > 的 复合 排列 为 
sir [= (8,1355 э5,, ). (3. 2. 2) 


—RErsssr.ffliftl r—(2,4,3.1) ,5— (1,3,4,2), D 
r° s = (2,3,1.4), 
ser (3,2,4,1). 
对 一 给 定 的 排列 ; ,映射 
Кубе} = res, ге” 
和 
Kiir = sor, r€ Ж 
都 是 鹏 到 28 6—0) — 8. 
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定理 2.2 ia), sa (MOAI COD. sc NO REPE ЖЖ. 
秩 向 量 R= (Ro ,Rw) 在 集合 家 上 均匀 分 布 , 则 线性 秩 统 计量 


S = Sao 

与 线性 秩 统 计量 Е 
= Уак) 

有 相同 的 分 布 B 


证 明 НІН 2. 1. p BT HR] II 1 定 交 的 映射 К, GO E ӨЖТ 
H, D= KDE % EHSA, Вр D DATA 而 


5 = Удав) = - ео, )aG) 


Іі 
其 中 万 一 (Di Dy). 证 毕 . 
定理 2.3 EAJ esd (NE cC, ee (NOR E A HESI 
КЛР ЕНУ НИ И aG), = a EAE Se S. ЖЫН К< 
(Ron ROVERS 9e EBSA, MARRA E 


N 
3 = > cli)a(R,) 
fmc] 


аю = = S, 


与 线性 秩 统计 量 
一 >; (DaCR) 
有 相同 的 分 布 . 
证 明 WEG OD esd (МУ) = (Ga vnm cC ШІРЕНЕ 
= Ус G)a (R) = > ela)alR,). 
#=1 fex] 

利用 例 1 ch E^ mi sr Kiir), A Ki1Co)—d, В d= (аһ. “*,м) dl; 为 
j ЖЕ a= (ау, 0 中 的 位 置 ， 则 жш S' 可 改写 为 

5' = Picea) = У) раса, 


而 由 前 面 例 3 的 映射 K. CORBIE 2, 1 知 统 计量 Q— R ° d= 
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nau- dams mecha maan ға... pr 2 з о... . - 


(Каз ОЖ % E558, 
= Sea, ) = КЭШ; 


j=l 


一 一 Ура) = S. 


证 毕 . 

Щщ ЕНЕМЕ. c (1) yc СМУ СС) ,CCN) 的 一 
个 重 排 ,a GO, a СМУ аб), ,atN) 的 一 个 重 排 . 28 RS] E 
R E A 上 均匀 分 布 时 ， 有 线性 秩 统计 量 


S = S (Da R) -二 Se (да (RD = S”. 


іші 


定理 2.4 БУК) 个 秩 统计 量 ， 车 秩 向 量 Ree, 
Rwy) 在 集合 2 上 均匀 分 布 ; 则 VLR) 有 对 称 分 布 的 充 要 条 件 是 ， 
TE RD) RAIK O EErEE R, A 
V(r) + V(K(r>) = C, (3. 2. 3) 
Eep C E—W%. V GO УНА SERO C72. 
ШЕҢ 充分 性 由 本 节 引 理 2.1, 有 


КОК) — К, 
DH ER (3. 2. 3) 式 ,有 
V(R) 一 = = £ — VK G0) — c — V(R). 
所 以 VCR) 的 分 布 关于 C/2 对 称 . 


必要 性 ” 若 VCR) 关 于 对 称 ,对 任 一 使 
РУК) = z + d) > 0 
的 非 负 的 了, 令 集合 
A; = (rjr € Z HVG) = z + d), 
B,— "|е € ВУ() = z — d), 
Ана 54,4, 5 Ан, НН r€ Z RT BR. H ЩТ 
一 个 A; 或 B. ER gu $Ë BJ Aa В. 只 有 有 限 个 . 1839 As, pitt 
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Aa, s ба т" Ba, H Рај К 在 集合 Z EIIZ $y Ar , ГЫ 
ТЕГ ТЕН BEDA 44 与 Bs 的 元 素 个 数 必然 一 样 ,因而 
集合 st 的 存 限 个 元 素 僻 可 规定 一 个 一 对 一 映射 (不 一 定 肉 一) 如 
T. 


ke c Wr € Ад," € Bas P— les. 
对 此 上 映射 显然 有 
VEO БУСК (Рә) = 2, 对 一 切 rE =. 
证 毕 . 
定理 2.5 dd 


М 


S = > cG)a(R,) 


是 线性 秩 统 计量 , 以 e OO sme (N FH a! CINE a! CONO ЗИ 
Wi cO ССМ aC ia CNO BLISS COINS BERI D RE. РЕ 
[Ж R—= (Ri, Ry) 在 集合 R ЕМАМУЯ,НЖ 
ас) Жахм F1 — D = ЖЖ. 4-1,--,М 
或 
са)--с«М--1-0-- TEN. 1-1,--,М, 
则 线性 秩 统 计量 S 的 分 布 关于 Аса 对 称 . 
ШЕҢ RRA 2 68у — | -—- В 
K(r)= (N+ l-— rs N d 1 ғ), r= G, ra) € X 
并 利用 本 节 定 理 2.4 及 定理 2, 3,57 PE 2. 2 即 得 本 定理 结论 . 证 
HE, 
$14 考虑 Wilcoxon 秩 和 统计 量 (参见 第 一 章 第 3 35) 


= TA. 
其 对 应 的 两 组 常数 为 
cG) = " #41 = l,m ht, 
1, Mi= т 1,5, 时 ; 
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HE 


aG) = i, i-1,-,N. 
易 见 
ава 1—0) = Ntl, i LN. 
故 当 秩 向 量 R= (Qiu Qu Ren ROTE A E3514) TERT ,W 的 
分 布 关于 
n М+1 n(N + 1) 


Nea=N- N ' 2 = 2 
对 称 . 
Wis 考虑 线性 秩 统 计量 
S = SR, 
其 对 应 的 
са) — 2, al [=i ES lpn’ N, 


к REE R= o REG EHAA, 5 的 分 布 关 于 
мж 


53.3 讨论 线性 秩 统 计量 渐 近 性 质 的 
一 些 预 备 定理 


本 节 和 下 一 节 讨 论 线 性 秩 统 计量 在 F, IK iw F , ВПТ Bi К 

= (Re Rr) 在 集合 小 上 均 句 分布 时 ,线性 秩 统 计量 的 渐 近 正 

TE. 由 于 和 定理 较 多 , 族 分 为 两 节 , 为 了 讨论 渐 近 性 质 , 记 线性 秩 统 
计量 

Sy = Denan CR), (3.3.1) 


对 分 值 和 回归 常数 a DOM es GO B EB ER М.Ж лк EERE 
N 时 的 两 组 数 , 在 下 面 的 讨论 中 ,对 这 两 组 数 作 一 些 限制 . 对 回归 
常数 (cn)}) 要 求 满足 Noether 条 件 , 即 要 求 当 NN->oo 时 ,有 
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> Гема) — су ]2 


max c Leu G) — tu]: 
les 


— со, (3. 3. 2) 


he = D ЧЭ. ЗЭ ЖАЙ (су CO CICER SERE АРНЕ. 
X1 4H las G) Ж 


ама) = bril = yE) + dy, ¿= ]1,e-.N, (23.3.3) 


N+ 1 
其 中 bys du ERRER ,而 不 随 i 变化 的 常数 .而 | 15) жй 


数 GO TER G ==], ,入 ) 处 的 取 值 . 函数 GO E. 
G) gz) 是 定义 在 (0,1) 上 的 还 数 ,不 随 N 变化 ; 
GD $0 WU dE BEDS 1 JEKE ER ЕУ ЗЕ, BT 
bu) = # (zz) — фы). 
ЇЇ (и) 57 "GEI u ЗЕР АЖ. 
Gi? $G03£7r n[ T2, Вр 


0 < [seo — #4и < оо, Hé [КО 


4 Js STHS EGO GD, GIO FEL ER o AFRE RAAR. 
由 于 线性 秩 统计 量 


ЭЎ (1) [ss уу 


— | 2x] 


+ 1 
= ф exco R; |а Nec 
“ен Nti NIN CN 


T 5, + duN cy. 
Ат Ss 和 Sw 两 个 线性 秩 统 计量 间 有 下 列 等 式 ， 
Sy 一 Е(5,) _ Sy Ё(5м) 
因而 讨论 渐 近 性 项 时 ,我 们 不 妨 假定 
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` ` HEE сан anle онға» E on ARB. лл. 1.5. Ғы. Boon n Joc d RR ER REIR ce танық cam ЫЙЫНАН» sip. лін ioa eno ыс! . 


by — 1, 4. = 0, as) = doy 
fia JEUX 


о. 1 = yr ,py 


| |^ (3.3.4) 
1. i= m + l, N, N = m + n. 


сы = | 


此 时 ,cw 一 n/N， 

N 2 
` | А — THE тн 
ігі (сенбі) 一 cx == Wi N: N?’ 


[max (m ,n) | 


; = 72 一 
пах | cyit С = 
max L nC) м. А? 


则 (3,3. 2) 式 的 Noether 条 件 为 


N 
"Y uu v z 
Qen al Nam _ N * min(m,n) 
max [cG) — су] [maxCn,2) f тах (m ,n) 
ішем 
minim) 
= E + max (m ,n) 
ВТО ТЕ У F min(m ,n)—=co. 
Уж Ы | 
сый) = £ (т 一 1, . N). (3. 3. 5) 


] * THN (mn) — со, 


N41 
2 hi 


N | _ м | , y м 
Уем — EnF = >: -NHIF ама ODOCLD, 


Wi cw 二 


(N — 1» 


COLO ш 
max Ley G) См | 4 


此 时 (3. 3. 22] Noether 茶 件 自然 成 立 ， 


M 
G) — ex 
Bu ТӨТ way paren Lu 
max см0) ~ es — 30N — YY 
шы 
例 2 ЖЕЛ аб): G—1, ND, 
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абс) = UN + 15) - 一 1，… N. 


Ix 
X] КУНЧО ARER XO $60 = и, Бн CN T D. 
Ж ЖЕЛИ ay co m (1 =(М+ 1)? P" 
(#= 1, IND , 则 对 应 的 bs ON E107 OARRA 
фын) = (u — ly, 


à 
而 $GO — GO p" Си) ,这 里 


一 二 | 
N+1 2 


$t x CO.) БАЈЕР. 以 上 的 $603 ДЕ SE PE CO — GiD ,是 平 
方 可 积分 值 函 数 , 
SI 3. 1 X, ,1 了,) 是 两 列 随机 变量 ,车 有 
lm ECX, — Y,)° = 0, 
则 
limECX, y= limE (Y, y, lm E(X, = lim E (YD. 
上 述 等 式 当 式 中 的 量 存在 时 成 立 . 
证 明 对 随机 变量 XoY. 有 
LECX,) 一 E(Y,)3: = LECX, — YD Ff =< ECX, — У), 
所 以 
lim[ECX.) — EQ] = 0. 
故 当 limECX,) gk limE(Y,) 存 在 时 ,有 
limECX,) = limE(Y.), 
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XAF 
var(X, — Y,)— varX, + varY, 一 2cov(X,, Y, 


Z= varX, + verY, — 2 A varX, = varY, 
= [ VvarX, — VvarY, ]. 
var(X, — Y,) < E(X, — Y.)’, 
所 以 当 limECX, —Y 0*—0 时 ,有 
на e. — rer. ]= о 
当 limvarX, 或 limvarY, 存在 时 , 则 有 


而 


limvarX, — limvarY,, 
从 而 有 

limECX2) 一 limE (Y2). 
ЖЕҢЕ. 


ӨНЕЗ.2 设 %xe) 是 平方 可 积分 值 函 数 ， 
aya) = 5, ; r=], N, 


dz REESE E R 有 
PIR =з} = X ¿= 1, М, 
Mj ү 
Вая i] ] = m HAO = f Poodu. 
(3. 3. 6) 


ШЕҢ Жа 


EN (t) = 


z i 3 . 
4521), кеі 19А, 
#(и), 0u« yl 
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fiti 
=d N 
" = саи + |1 Ула ә |. 
677 ) # Сизди + y езбе | 
因为 Co RÉF B| Н, ТАҢ 
шы 
lim | *gGodu = б. 
Neod o 
УЖ BÉ uF BH 
1 1 
lim | gh Gode = | foods, 
则 有 3 引 理 结 论 , 而 由 本 节 引 理 3.1, 只 要 能 证 明 下 式 即 可 ， 
lim | Lgs) — 8 ds = 0. 
下 面 我 们 来 证 明 上 述 关 系 式 , 首先 分 值 旺 数 
pu) = $ (u) — фи) = P, (и) — Ф. (и) — $1 (и) + Ф (и), 
E cH d GO. S (u ЛЕРИ А ЫК. фу (ш), СУИ (ш), Ж G) EE 


它们 的 正 部 和 负 部 ,各 G0 5 4. GodESE fR AERE З, Z Cu) 5 
g. GOJ&3E f dE TF АЖ. 而 ess GO ZR 8] XF КУ Hb А} У 


gniu) = gu, (u) — gy. Cu) 一 Eu CG) + gu (и). 
x 
Гами) — Au) Ë 
=< Len (u) — # GDP + Гау GO — aD P 
x [gua (u) — фу GT + Ае GO — $ Gay 
+ Ag. G) — é Gu)? + ALgy (би) — # GO Р, 
故我 们 只 需 对 $C) E dE f ВЗ JE] эв ЖОНЕ НН ЭЕ Ж 
lim [tex 一 Жи) du = 0. 


EPODO DEENA ERI ER LE £ 4 TCI БЕВ 8 ,从 而 除 
订 数 个 点 外 ,有 
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he 


lim gyGo = ф(и), lim gx Go = Su, 
lim gy ladu) = # (u). 
当 ФСЕ ЗЕЕ, ВА gr GO Сс), H ЕЕЕ 32 pg Вр PT 18 


1 1 
lim | gu(udu = | # сон, 
м-ә) 0 в 


i 1 
lim | gua ddu = J F Godu, 
A } {ү Ü 


从 而 
lim | Leo) 一 $é(u) due = 0. 
24 фса) ЗЕД АЕ, A 


1 ян 1 1 
| as God <| $ Cudu +f p Cudde 一 | y Padu, 
0 ° M NH 
两 边 取 上 极限 即 得 
— pl | 
lim | ауди f foods. 
又 由 于 $GOdETE gu GOZE$GO «€ (0,1). JR TÉ Fatou 引 理 ,有 
1 1 
| $ Gods x lim | gu GoOdu. 
ù Neo 0 
所 以 综合 上 面 两 式 即 得 
1 ' 
lim | gi, Godu = | foods. 


类 似 地 可 证 
lim | gi GO sd = [| #ooas * 
PA DEI 


1 
lim | [guCu) — $Cu) du = 0. 
Nem 让 


综合 上 述 论证 即 知 引 理 辣 论 成 立 .证 些 . 
引 理 3.3 对 二 项 分 布 
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NV | | 
љо - | ға — р)“, і--0,1,--.М 
1. 


A: E ITRON- HD BB] AGO fsG 1); 3i«ONH- Dp М, 
Ха Л) fx GO ШОТЫ OC ms 满足 
PON + 1) — 1 < mo =< p (N + 1). 
证 明 ”考虑 比 式 ， 


| GT (1 mu p)" «t 


xG + 1) _ m 1: 
Ка m NY | | 
f (z) |. | |#a __ p) 
NDP _ 
GT 1(101—p9) 
25 ICON HE 10 p Ht, LG DIS, E fe Ge — 1)< fs). 
WEHE. 
引 理 3.4 HADS ORM aea OERA 
数 , 则 


G+ 1)G р)’ 


M >N ++p] 时 ， Ll, E fs OSG +D; 


k 
2 50а < Кё а, (3. 8. 7) 
г=1 


K K 
其 中 б-к 22. 2-2. 
WEBA (3.3. 7) 式 移 项 后 ,可 写成 
K 
DBO — Бай) < 0 


. __ i=] _ 
设 b(7)2262>b(;+-1),MJ34 IB IOG)—6220; Z; + 1 FF ОО-- 
5-0. 记 a' 是 一 常数 ， 满足 асса aG), ЛІ 


> — Ба«з- Уро - ай» + 5 [#@) 一 Бас) 


"s 


< зо — bja' 4- S^ — ba 


£3 4-1 
= a' S DG) - 51-0. 
i-i 
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КІН ТТЫ А sr. HE EE, 

引 理 3.5 Бфоов БІН МЕ. Y, НЕЙ N.P 
的 二 项 分 布 的 随机 变量 ІІ) 
lim E| #| 


Ы-ксо 


Ys + 1 
N + 2 


对 $Cw) 的 连续 点 pE (0,1) 成 立 ， 

ШЕҢ 因为 $x 是 平方 可 积分 值 函数 , 它 可 表 为 两 个 非 降 函 
数 的 差 , 故 不 失 一 般 性 可 假定 $c) 非 降 来 证 明 引 理 . #(w}) 在 (0,1) 
上 非 降 ,至 多 有 可 数 个 不 连续 点 . 对 任 一 只 za) 的 连续 点 рЄ (0,10. 
对 任 给 se>0:, 存 在 2220, |а – р | a. 时 ,有 

Фа) — $K(p»| xe 
以 Рб) G—0,1,** , NOI Fux) C— oor 0o)? Bii Z3 3 
М.р 的 二 项 分 布 的 概率 函数 和 分 布 函 数 , 则 


E 让 从 二 | -s | 


- NEN С ki — Bp) | dF) 


ü Ir yil- | 4,5—0, ME zi _ | dF у Су) 


М+2 


|]- 462 (3.3.8) 


+ [ {|A e | >а оом) [s 2+1.) ЕЕ #00) | arco 


Se juu e| >, .з-9, a ARES) - #0 ] ars». 
考虑 最 后 这 个 积分 的 一 部 分 


ІҢ 1-р) »4,.»-0.—.N] С EL - s | dFyCy) 
E NEN у= IU N + zt1 ЕЕ | dFy(y) 


= 5+ Ы)- |с, 
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HUP К,- ГОУ Ора ЖКТО +2) Cp c dO BS К 
数 . 当 REV MS са г LATTE T| e| EEE) 一 pp) | ва 
i ЕН ETE. SE Ж ӘЗ 3.486 

ы i 2, 

» s m) soy] лә 


ік, 


«fa, М). > E] o] 


Ew 


— H 
< (N + 2) РУСКА [$G - ври 


N42 


__ 1 
=< ON + 2) Мақым [$G0 一 $Cp) Pdu, 
Ü 


其 中 
РК, N) = N Ky 124 0 
而 
Ni2 /Yr Ку 1 
(N + D К» IN) = Ёрк > N , 
但 
Ку Ys P. 
N pd. N Р. 
所 以 当 -ce 时 ， 
Ум Кы — 1l. 
PIN? N [7*9 
另外 可 取 deip 27, 
十 2 1 . 
N—Kys*1 1 орға) > 9 
结合 上 面 两 式 可 得 


lim CN + 2) СК, N) = 0, 
从 而 证 得 ， 当 Моо, 
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- ` Ur тынын Тарыны Дын дын ықта ырык 1 a uj apa al Зу oir RR RR n ла н m AME = E EN P mij эл r 


Ge ME A ша э. ++ 


| З) dy ШЕ Ге ы) -g | ағ (у — 0. 
类 位 地 可 证 : 24 N 一 co 时 ， 


asia — an pz] sc) aro — o. 


因而 对 任 给 0270,24 N 足够 大 时 ,可 使 
ГЕР + J = кр) <3, 


N 4-2 
PI 


由 本 节 引 理 3. 1 即 得 


[a 3:2 Је жо. 


м 
+ 


定理 3.6 若 #(x) 是 平方 可 积分 值 沙 数 , 秩 向 量 R= (CR,…， 
Ry EO DASA ER U UN BJ ТАЈНЕ, ДІ 


lim E[ ë| E: -) - up] = o. (3.3.9) 


ШЕН 不 失 一 般 性 可 设 eGodEfR. 


E[s| E 1 - «up 


- Её | = + -| + EgU,) 一 ЕҢ 5 вал), 
其 中 
ES U,) = [| Gode. 
由 本 节 引 理 3. 2 有 
lim Es? — =f (uydu, 
故 只 需 证 明 
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lim n E| 4 


Na 1800) = = f. P Cudu. 
下 面 证 明 上 述 关 系 式 . 由 十 有 秩 统 计 基 А, =1 + ph ,其 


RAR ис OBERE X SUO. 2. 10 X. iG У(и,№—1)= > pu 
UU) , 它 的 分 布 是 参数 N 一 1 ja 的 二 项 分 布 , 且 它 与 7 独立 . 故 


wot eld | = «] 
1+ e — U.) |v, _ 7 


Zr 
N41 


gs Куе =), 


a 


Е ту: ME в, [E [sl x + js 
一 | 


由 本 节 引 理 3. 5, 除 可 数 点 让 ,在 (0,1) 上 ,有 
рыбы) — pu), 
N — oo, 
by Cus Cu) — и». 
Hid UR GOES E. bx GO£GOZE0, ШІН Fatou 引 理 ,有 
lim | s Co GOds == (воды. 
Моо. ü 0 
另 一 方面 ， 


[cone [i еа) la 
< [ete EET e 


ае) 


+ le PE 


N + 1 
[o4 
imf ЖАСАР ТА m E| 55 N+ y] = f Pudu, 
lim [ bylu gn уди lim 1| f code + [secunda ] 
< | # God. 
从 而 综合 上 列 各 式 , 即 得 
lim E[ sl 1 ГИ» |= | Podu. 


$3.4 ”线性 秩 统计 量 在 Но THALER 


本 节 要 证 明 : 线性 秩 统 计量 
Sn= S enan R) = > [en 人 — cey]as R2 + N см * ay 


i=] іші 


- Уо — e| 


2. NC] мау .ay 


. м 
其 中 axG) gl sul im reco ,av 一 六 之 ,axGt), 当 获 负 


Е R-CR,, ... «ЛЕН € A 上 均 习 分 布 时 ， 在 适当 的 条 件 下 ,Sw 
与 统计 量 


Vw = Уеб — enle + Ninan (3.4.1) 


有 相同 的 渐 近 分 布 ， PIA 正则 化 后 的 渐 近 分 布 为 N {0,1). 
定理 4.1 定义 统计 量 


Vy = D [enD — 2180709 + N vas, 
i=] 


freie. HB E ТЕ ЕНЕ ЕНІН Noether (6,404) Ж 
3EJp np {К eR E U e ,Uw ЖЕЛИМ [б] 47 {п C0, P393 ЯК 
机 变量 列 25 Моо, 


Yx ЖУ», 有 渐 近 正 态 分 布 N(0,1). 


varVy 
证 明 {Vw} 是 独立 随机 变量 和 的 序列 
ЕСУ) = Sest — 21| вадан + N Ey ax 
L N сыйы, (3. 4. 2) 
varV y= Усу ) — zy уат 7) 


i=] 
= > eG — см | . | sao) — ?Yda, (3. 4, 3) 
ú u= 1 g 
其 中 $= gdu. 而 独立 随机 变量 序列 {[cw Go ОН 
著名 的 Lindeberg, rR Dsi ЗЕН ЕЕ, BE e0, 6 


ui. _ см) 一 cx Y 
lim аа» |, [si ley Eyl DA e fran y i : 


"[$QD — fdu = 0, 
这 是 因为 


1 | MEN 
таг? 2 (aieo culte ае а Y 8 €x J 
* [$600 — é du 


1 М | _ — 
< y 2006600 T [co — #74 


PUE IE NE 
= (воо — BTida B 
APH 


` — d 
NMENLO $] du, 
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тылы RAE лымы ылы фар. сіңі ük. ag mila гі. as a 2n Do йй тоғы. CEP RR RR RARE Hd rri nr Rl алғайны aal eoe nec кайта шых... 


N varV y 


max |су) — ew | 
і=і= № 


бұз- 
- [fs gas 29887 
ІШ ~ $fdu s axle O — zT 
— oo, Ж. N со (Noether (Е), 
Ш М 足 静 大 时 ,集合 fu1#8(a) —9 | 766.) ШІЛ ЖИЕ] CE XS, 
ЙО ФР n f АҒАН Lindeberg 中 心 极 限定 理 的 条 件 满足 ， 


УЛП CV — ЕСУ 400 /N varVwn 有 渐 近 正 态 分 布 МС(0,1). 
定理 4.2 线性 秩 统 计量 


Sy = > ewGoagCRO E 
Fi 


KP ERU SE Go GO НИЕ Noether RfE IHA ax у) 


$ Cu) TEE Jr н a p {И ВА. ЫН R — (RS Rwy) 在 集合 X 
E3515] ap ‚Ж 


Зи йн HALES N (0,1)， 


其 中 
Ну == FE(Sx) = N Cu Guy (3. 4. 4) 
N M 
ej, = чалб = gl Pb) — Y ias аур). 
i=] 1-1 
(3. 4. 5) 


证 明 DE ЖЩ REO DIAA fi BJ РЕЖ U1:… ,Uw 
ЛЕНІ pP SB — E S 6 ЕН 6.2 知 民 与 次 序 统 计量 = 
(Uus PU os БТА ;从 而 给 定 U*—u 于 ,RR {ТЕ = 上 均 与 分 布 ， 
TÉ uc (uj, suu) y Di 

E[CSy — V42* JU? = и] 


- AR XE — €x [es (RO — AUD] | jU” —u | 
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такт =a... = — i rra Гый, 4! uen ceto 


E И De) — ex J[as (R,) 一 Kur) ] 1 


| dee — су]: | 


„А 


м 2 Ген) — см] | 


. ! E[an (i) — Ф) = =] 


其 中 be 2,500 Ы Сау ) Си т" un PEAK NER 
后 的 值 . 上 式 两 边 对 U 取 期 望 , 得 


N |< | 
Есӛ,- Ук)? «x 2; Lo) — см]? | 


* {К ay CR) -- $QUQU» pr 3 
故 由 本 章 定 理 3. 6, 有 


ECSw 一 rz p - n 
lim varV у ES seo - $ dz 


' lim ELan (Ri) — $7! 


因而 由 Slutsky 定理 ,有 
Sy — ЕС м) — Sy — Hy H Vy — EC(V x) 


^| varSy TN ^/ varV y 
АВА АУ IE ЖУ N (0,15. 
Dii 考虑 线性 秩 统 计量 
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Su == >К, 
当 秩 向 量 R= (R n ROR ААВ. E РАПН Ж смс) 一 2, 分 
{Ë ax GO =; 均 满 足 定 理 4.2 之 条 件 ,而 


2 
ЕС) = Мсмам = N-e МЕҢ * 
N N 
уаг.5 м = xu > eG) — см]? J> [as G) — ам] | 
im] i=l 
1 YT. N+11l2 
TN- 10271 2 | | 


[зам А Галт. NP we hn 
NCO,1). 


{3.5 线性 符号 秩 统计 量 


€ X5.1 设 af1),…,aln) 是 一 组 不 全 为 零 的 非 负 常数 ， 
Xi. X, 是 F 个 随机 变量 ， 随机 变量 LX, | 4), ІХ, ТЛУ BJ ЖЕ [n] 
HA RSR se RD 计数 统计 量 V; OC (ORC ФС + ӘНЕ 
ASRA. 2. 1) 式 ), 则 统计 基 
57 = > Жак} ) 


称 为 线性 符号 秩 统 计量 ,常数 {ai)} 称 为 分 值 
例 1 BHAE asi G= 1, ,n) ,对 应 的 线性 符号 秩 统 计 
HELA Wilcoxon 符号 秩 统 计量 | 


W+= D PRY, (3.5.1) 
Tm] 


Rü ac) Ф 1--l| Li] ) ,其 中 B(x) 是 标准 正 态 分 布 


75 


PS Ж „ЕУ {И PKS IE Sa 07А, АМ FE ЕКОЕ 2 


q+ > ve i + i xm 7 |. (3. 5. 2) 
定理 5. 1 设 随 机 变量 XQ. X, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 连续 
且 关 于 0 点 对 称 , 册 有 线性 符号 秩 统 计量 
S*— Уа (Еу) =©— Эа). (3.5.3) 
证 明 ”统计 量 S+ 有 下 列表 达 式 
St= D ve = vaa, 


其 中 D=}, R] <=: G—1,:, m, Bl DD; 为 i 在 Ri e. RI 中 的 
位 置 . 由 本 章 第 2 节 引 理 2. 1 SACRI, КОВРЫ, р 
(Da 也 在 集合 ACR 的 定义 参见 543. 1. 030 ЕЖ. 
而 

PU, = d W. = 9.) 


> РАЖ == Физ Po, = Pa D = Cd, Бу 
died) 


I 


i 


>, P(W, = UV, = s D = (usd) 
TAERE 


[ 


2 P IV; 一 @ , Pa, == Ф.) Ы PID = (d s. 4.5) 
did 


Д 
Ld x 
^ pi PU "LRL Ж, = ф,} 
* (d nd 
1 
= = 24, РОР = фы W, = pa) 
ауа) 


一 P TW, = LM 一 Palo 


zu (Ep, en рр = OE, Lee P). 
所 以 st 5 wa. 
r=1 
证 毕 . 
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ннан ДЕЕР Pe el 5 pes to el Me ap phe ar db ep ОИ . 


定理 5.2 设 随机 变量 XQ. X. 相 扎 独立 同 分 布 ,分 布 连 续 
且 关于 0 点 对 称 ,线性 符号 秩 统计 其 St = 0 VIR (R; M 


+y 1 эу ш 1 
Е(5+) = 2 24% 2 а, (3. 5. 4) 
var($*) = + ja". (3. 5. 5) 
i=} 


证 明 ”由 上 一 定理 及 P АР, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 为 0,1 
两 点 分 布 ,概率 各 为 亡 , 即 可 算得 


a _ . 1 < . n. 
Е(5+) = 21а OEG) = 22440 = та, 


var(S*) = Davary, = Lata, 
证 毕 . 
定理 $.3 设 随机 变量 XS X, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 连续 
且 关 于 о 点 对 称 , 则 线性 符号 铁 统 计量 S* = > Wa (R B9 


x+ 24 对 称 . 
ШЕН ”对 统计 量 .$+ ,有 


r o n’ қ Aafzw X 
S 2 2,Y40 5 а 


d <" 
— 210 — Ф040) — а 


1=1 


证 毕 . | 
3$ Xi... X, HO dior In] sy fi „51р ИЕ ЕН XT 0 点 对 称 时 ， 
统计 其 5+ = > Via CR? HEESE 2 一 cc) 的 论证 出 较 简 
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单 . 这 是 由 于 51 一 Sao W E. W... ур, MERER 
i—] 


数 为 二 的 两 点 分 布 ,因而 许多 关于 独立 随机 变 基 和 的 中 心 极限 定 
理 均 可 利用 . 下 面 我 们 利用 Liapounov 中 心 极限 定理 获得 线性 答 
号 秩 统计 基 有 渐 近 正 态 分 布 的 充分 条 件 . 

定理 5.4 设 随机 变量 RORIS e 相互 独立 同 分 布 , 分 布 连续 


且 关 于 0 点 对 称 ,线性 符号 秩 统 计量 S; = D FaR Y) W 2 (Ë 
(a, GO BE Е | 


22:0 / ахай) 一 = (n — со), (3. 5. 6) 


则 


з} жа.) (Уа) amici Neo,. 
ПЕВА, 由 本 节 定 理 5. 1 ,只 需 证 明 统 计量 
S = > Фа.) 
AMEEN. S. 是 独立 随机 变量 的 和 , 且 
n 3 
>=| | 
я 1 | 3 | 3 
- о | оо] 
一 аха», 
Х.Е a, GV, 一 там | >, la,» |? 
n 3/2 = m 3/2 
кз (Deo | 
maxa, “(гу FH. 922 (2) - gso 5 


ls 
(ха |” Улай) 
Кыс] i=l 


a GN, — Tali) 


Tü 


ВХ Е Liapounov Н, BR E EE Xll (ST -ESD jN уаг5 1 A Em 
正 态 分 布 N{0,1). ШЕН. 
例 2 考虑 Wilcoxon ЕЖ ІНЕ 


Wt = DURS, 
ігі 
ЖМ МЕ aG) =i G= 1,7 n), maxa, G) =n а: G)— 


>e - төле), сува 的 条 件 , 故 在 Ho: 


随机 变量 X,,…,X, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 连续 且 关于 0 点 对 称 


时 ， 
ШАСЫ níin-4-1)(2n4-1) 
wi tec f factae 


(V * —EW* )/ varW * = 


有 新近 正 态 分 布 МС0,1). 
EGET SS UE 


в = Ww. 

RUE AME а,(2-е1 6-1,5), maxali) 1, Pai =n, 

[Em Tt 1 一 二 
(aG) ЛДА ЕЛЕ 5. 4 条件, ЖЕЛЕ H, FTIRA (GT EGDO | чат 
= [5-2 /各 有 渐 近 正 态 分 布 N(0,1) 
习 En 
1. & x 
5- сыс а), 5 - е (ба QR) 


пикш T AHERIGHIL sn HE К=‹К,,-- ,Rw) 在 集合 
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土 均 多 分 布 ,证 明 协 方差 


M 
cov (8,8) xyl— 2 [eG) — JE! 6) — Z] 
i=] 


M 
| * 25/402 — afa! ә) — а 1], 
其 中 < атанса) de! Go Га С) ta! GNH РИН. 
2. 若 上 题 中 ,有 分 信 абу E 
а) Жаб 4-1— 40 = WX. i= len, N, 
而 分 和 值 a' СОЙ 
a'G) —a'(N --1—i), i= 1,-—,N, 
WIS 5 5” 不 相关 ， 
3. WS 是 一 个 线性 秩 统计 量 , 其 辐 归 常数 


| 0, із-і,--ут, 
60 = N ізтеіу-,м, ОЛ” 
市 分 值 
i d N r1 
N+1 а!” ' 4 ү 
aG)-4 0, lit 
i 3 .~ 3(N +1) 
N+1 4 2 d ° 
ВЕНН Zi ARR] EE R— (Ri, ,Rw) 在 集合 ЖО ESAR S 的 分 布 
ЗЕЕВА Ж НИН. 
4. HEDE 


а = G| s), 


这 里 GEA Elana 10618) ERER RA fn B XE SE pl L y k 
ВУЛЕ Ж ЕН ЖЕНЕ RR 在 集合 Z FEE ^14 BR. БАЕ 
与 任何 一 组 回归 常数 {c(i)} 构 成 的 线性 秩 统 计量 均 有 关于 它 的 均 
值 对 称 的 分 布 . 

5. WIE N Z4. kf] EE R— (Ree ЖА Z EHS 
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S = 8— | 


К, К, 
分 布 对 称 ,并 指出 其 对 称 点 . 


6. 说 明了 回归 常数 
сч) = (i — 3 = 1, N 
满足 关于 回归 常数 的 Noether Ж. 
7. 找 出 分 值 , 
ay G) 一 Е 一 Ni + і-- 1,4 М 


2 
对 应 的 分 信函 数 , 并 说 明 它 满足 平方 可 积分 值 函数 的 条 件 , ATR 
出 线性 秩 统计 重 、 


Sy= M 


ізеті 


КАНОН RSR ooe ,Rw) 在 集合 Ф 上 均匀 分 布 . 


8. 考虑 线性 牧 统 计量 Sy еа ), 其 中 秩 向 量 R = 


Gu, ROSE EXIT fS. ник 
Cy) =i, i=]; М, 
分 值 а os i-1l,N, 
其 中 8(z) 是 标准 正 碍 分布 的 分 布 函 数 . 求 Sw 的 极限 分 布 . 
9. 设 线 性 符号 秩 统 计量 
= EN 和 3' = Pw (Ri) 


是 同一 个 来 自 连续 且 关 于 0 点 对 称 的 分 布 的 样本 和 X. 的 两 
个 线性 符号 秩 统计 量 ,证 明 当 秩 向 量 Rt— (RI, RI mw 
у, ЖУЛ ЭЁ 


N + 1) ° 
R; — 2 | 


cov (5* S! 一 хаб TOF 


10. 说 明定 理 5. 3 的 条 件 可 以 减 绊 为， БЕЛЛ X... X. 
相互 独立 ,每 一 Xi 6 一 1 有 一 连续 是 关于 0 点 对 称 的 分 布 
《不 一 定 根 同 )， 
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第 四 章 功效 函数 
541 备 择 假设 与 功效 函数 


非 参 数 检 验 癌 题 的 功效 画 数 由 于 备 择 假设 的 范围 很 宽 AE 
求 得 功效 函数 的 精确 表达 式 是 很 困难 的 , 绝 大 部 分 情况 基本 上 是 
不 可 能 的 . 研究 功效 时 , 常 是 将 不 同 的 检验 作 相对 比较 . 比较 的 途 
径 基 本 上 有 两 条 ,一 是 对 各 种 典型 的 备 择 假 设 作 统计 模拟 ,一 -是 求 
它们 的 渐 近 相对 效率 . 另 一 方面 在 其 些 情况 下 可 在 一 定 的 限制 下 
求 最 优 检 验 ,如 后 面 将 见 到 的 局 部 最 忧 秩 检验 ， 

为 了 建立 备 择 假设 ,可 以 和 将 非 参 数 问题 形式 地 参数 化 . 如 考虑 
一 样本 问题 : 随机 变量 X,,- X, 是 来 自 连 续 分 布 总 体 FOL— 0) 
МНЕ Ж FORT он {ЫЎ 

H,: 0 = 0, H., 8 > 0. 
则 可 确定 形式 参数 8— (0, F COO ,参数 空间 为 
N = :(0,FG) |8 22 0,FG) 连续 关于 0 点 对 称 }， 
Н, 所 确定 的 空间 为 
e = (FED FO) 连续 关于 0 点 对 称 }， 

Н, 的 空间 为 QN. 此 时 功效 函数 的 定义 与 一 般 数理 统计 教材 中 的 
定义 完全 相同 . 

EM 1.1 对 形式 参数 &E€ 虽 的 有 关 的 假设 答 验 的 功效 函数 ， 
ХЕ X 

PE = РН, ЖӚНЕ), 
当 ёЄ В, 009138 —2S HX ВУНЕ К, ч £6 QN BELT- (£) 
为 第 二 类 错误 的 概率 . 
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定 兴 1, 2 假定 形式 参数 ec O, Ri Sr F RI: Ы; © 
€ e, H,; £€ о АЖА SP OB T ERR SE 
sup P(E) s m, 
则 称 检 验 是 水 平 的 ; 若 对 任 一 上 Ew 均 有 
(ай ЕУ = а, 
则 称 检验 是 精确 地 水 平 为 x 的 . 
定义 1.3 对 假设 检验 问题 ES. € o, Hi £C (Ne, ЭЖЕҢ 
数 为 22 OD» 0 TK. a 的 检验 称 为 是 水 平 无 偏 的 , 若 对 一 切 E 
C (No 9 
SP (T) zm а, 
定理 1.1 对 一 样本 位 置 问题 , 设 随机 变量 Xu X. 相互 猎 
AL [Bl 4r dii . Sr 4 Ар ЕС — 00 ,函数 F GOXESE Н X T 0 点 对 称 ,检验 
假设 
H. 0=06, HÑA:8> 6. 
检验 统计 量 为 S<OX,,--- , X.) ,否定 域 的 形式 为 
SX p’ X. Z c, (4.1.10 
XX HL c ЕЖЕН TEL. T S RAER: 对 一 切 nsn Ë k 
=0,# 
| SG + х, H Ёу 2 86,9 5,0» (4. 1. 2) 
则 这 个 检验 有 对 4 单调 的 功效 函数 , 即 当 осе 及 一 切 过 续 对 称 分 
di ЕСІҢ Ж P.C УЕ 
SP.,F) < 22500 , F). (4. 1. 3) 
ШЕҢ 随机 变量 X... X. 相互 独立 同 分 布 ,分 布 函 数 为 
F(z 一 上 站 ,平移 后 ,随机 变量 X, + (0 02,7 , X, + (@' — 0038 5 fh 
АМЕН ОНЖ» FOx— 9 0. ІНІҢ, e — 0220 时 ,功效 函数 
Ps F= PuS(Xi AX eK o FO — 00,4 = 1,--,п) 
s< Р{5(Х, + (@ — 09, ,X, + (9 — 0)) Z ç 
| X; ~ Fr — 00,1 = 1,-,n) 
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= PISO, + (9 — 8),-,X, + (0 — 0)) Z: c 
1X; + (@ — 8) — F(z — 8, = l,*=*,n) 
= P(SCQX, XI росі ХГ ~ FO — 0), — 1... m) 
= SUI F). 
Ш. 
定理 411 定理 1. 1 中 , 若 否 定 域 为 
SOUu Ka) < c, (4.1.40 
而 检验 统计 量 S ШШ. 对 一 切 злу, Җ 220,09 
86 Ё, + А) 6 Сту, I), (4. 1. 5) 
则 仍 有 定理 1.1 的 结论 . 
йі 一 样本 问题 . 设 随 宙 变量 X... X, 相 互 独立 同 分 布 ， 
和 分布 为 FOG—00 AA F G)5E2SE НЭТ 0 点 对 称 .检验 假设 
Ha: 0 = 8,, H,: 8 > bo. 
可 用 十 列 一 些 检验 统计 量 进行 检验 . 
(OTRE Жі 


X — 8; EX ] x 1 = 
= е, X = — Et ? = X,— X», 
S/n n 2,* S= a 12, 2 
ЖЕН Tt, Q0 (z. ОЕ ЖЕЖ a HERA). 
(2) 符号 检验 (参见 第 一 章 第 2 节 ) ЖИЕ 


В = Ху — 6, 
TERA Во>6(п,а) КІЗІП e 的 临界 值 ). 
(3) 符号 秩 失 验 ( 人 参见 第 一 章 第 4 节 ) 统计 量 
= Уи, — (RI = S5 ST X, + X; — 200), 


i=] ры 
TERY Wi olna) (macmya) 是 显著 性 水 平 为 a 的 临界 值 》， 
Ез = ФЕН ЕШ 1.1 的 条 件 . 对 任意 msc 
К 220,68 
Tir, Ё, + Ё) = z + ё — 0, 
Six п 
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k 
S/N n 


Вот + Rec +R) = Уб + k — 0) 
i=] 


= Тху,” эль) + ZG y vn), 


> Уба — б) = Bim, 
rm] 
WH (z, + kaoze + ky = 5,2 A xi + 2k — 200 
r=] gu 


= > > éC + x=; — 205) = W* (Gi). 
i=] кчт 


所 以 这 三 个 检验 都 有 对 8 单调 的 功效 函数 ， 

虽然 TT,B8,W+ 都 有 对 8 单调 的 功效 函数 ,符号 检验 ,符号 秩 
检验 对 一 期 连续 关于 % 对称 的 分 布 组 成 的 分 布 类 是 适应 任意 分 
TES. 对 这 一 分 布 类 中 的 任 一 分 布 F(x) ,检验 水 平 是 相同 的 . 因而 
当 8 > 名 时 ,对 五 ,下 的 一 点 名 一 (让 ,Fo 以 及 五 :下 的 一 点 二 一 
(8,FD UH 

PO Fd = PBR) < PAF). 
医 而 它们 是 水 平 无 偏 的 . ЖЕТП ТО UE sk X: T- 0, 对 称 的 分 
布 组 成 的 分 布 类 ,不 是 适应 任意 分 布 的 . 其 检验 水 平 依 整 于 总 体 分 
Ж F (z). 事实 上 , 当 F(z) 为 Cauchy 分 布 时 的 检验 水 平 远 小 于 
(x) 为 正 态 分 布 时 的 检验 水 平 , ІІ T 虽然 有 对 8 单调 的 功效 函 
数 , 但 可 找到 07-0, АҒ AESA, Fi 为 Cauchy 分布 ,使 H, 
下 的 一 点 E (FE H, FBJ— E- (0,F,) AA 
Po Fa) > 2 (0,F,), 

所 以 了 检验 在 连续 关于 8, 对 称 的 分 布 类 中 不 是 水 平 无 偏 的 . 

对 二 样本 问题 有 类 似 的 定理 . 

定理 1.2 НЕН ЖЫ X... XL AB HU Sr ІН f, 2 HE ER 
数 F(x) 连续 ;随机 变量 Yie, Y. 相互 独立 同 分 布 ,分 布 函数 为 
Е(х— А). 检验 假设 
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4.-.--- ------. — + -" uu mu r. 4-- .. . ы 


Hi А= б, H. A70. 
ЕЖ СВЕВА SD SUrESOOG.-XYovYo. 
否定 域 为 
SOL, Xn руу, 2 c, (4.1. 6) 
这 里 < 是 显著 性 水 平 为 < 的 临界 值 ,而 3 具有 性 质 , Х-ті. 
— Жаға “ЗУ Ж RSO A 
SLEI Ea T hk, y, КЕ) 2256, быр ураа УА)» 
(4.1. 7) 
Wil xx ^P da ge АННЫ D 2 | i. ВУ — Ule ҒОЗЭМА 
LAE 
SP (A.F) <ç (А,Б), (4.1. 8) 
ШЕҢ 与 定理 1. 1 34. 
Ё 2 Wilcoxon 秩 和 统计 量 (参见 第 一 章 第 3B) 
W = XR = XJ- X) + "0-1 


i=l] j=l 


有 Wirit луі F RE. yd Ë) 


= >>; + = хх) 十 


> 296-2 tret + 1) 
= WT ЭА УЫ Yad» 

BrUA MW. 对 入 有 单调 的 功效 函数 , W 统计 量 对 连续 分 布 类 是 适应 
任意 分 布 的 ,四 而 你 也 是 水 平 无 偏 的 . 

2525 8 y 30 BP] КЕ ДЕЛЕ ЕЗІЛЕ ЕТЕШ ЖД. 

定义 1.4 以 检验 统计 基 阅 列 (4T.) 记 假设 检验 癌 题 Ho: £ € 
or Ну; EE Оҳо 的 一 个 水 平 的 检验 序列 ,检验 序列 (了 ,) 称 为 对 
备 择 集 合 No 是 相合 的 ,如 果 对 任意 一 个 EE П.Д 

lim S27. (£) = 1. 
定理 1.3 以 检验 统计 量 序列 Ur. He dS REI Hi: £ € 
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ant 1) 


о, Ну: EE Оҳо 的 一 列 水 平 < 的 检验 统计 量 , 和 否定 域 有 形式 Т. 
cu 这 里 c, 是 显著 性 水 平 为 a 的 临界 值 . ETE EBEN EE КС, С 
为 真 时 ， 
т, + Кё), Е E €C 0, 
H3 ёєо BF, K (ë) = ko CR, Ж-Е»; 当 6€ QN 时， 
KG). 及 对 临界 值 c, ;有 
lime, 5. бр, 
则 (了 检验 序列 对 备 择 集 合 ПМ 是 相合 的 . 
ШЕН 对 任 一 Ew, 令 


KG 一 Ë — 0, 


当 n ТҰНЫҒЫ «АСА e= K (OD 一 6 因此 

[imr (8) = Шарт, 2 Caf ше im P, Т, Z KG) — є) 

| = limPet[T, — K(£)| zie) = 1. 

所 以 lim; (2) 一 1. 
Bl CT. xf Me 是 相合 的 . ВЕЕ. 

例 3 一 样本 间 题 . 设 随 机 变量 X... X, 相互 独立 同 分 
布 ,分 布 为 下 (zx 一 各 ,函数 ЕО) НЭТ 0 点 对 称 . 检验 很 设 

五 。: 8 = 0, НІ: 82 0. 


хатанан In cra DR jaro M nce 
i=] оры 


(2 2 
cs 时 ,对 一 切 0220 RAT ӨНЕ ЛЕ F GO E= (@, КЫ 


P def 
ИШ — PR, + X, > 0) = К). 
2 


мж £ = (0, P) 7 
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P, (X, + X, > 0) = dF (z )dF(z;) 


күтүл 


_ MINES harean 


+= 
= j I1 -- EF — т) dF Cr, 


+= 1 
= | FGpdFG; = 79 


PIX, + X; > 0) > РИХ, + X, — 20 > 0) 


= Pr (X, — 0) + (X, — 0) > 0) = +. 
又 在 H^»: 8--0 +, 
Wt— E(QW*) . 
——— F т Моо,1), 
pu ЖИЫН УЫ 
Ө ТЕ ЖЕШ (L en cod SR ТЕКЕ A a ПЕЯННО 
d-w*zm өп „ау 
NE 
2 
аир 
wna) 一 EWH) 
W+— EQV*) k 
` varW т = d varW * i 
п 
i 
7 
k әбп,а)- EV t) 


一 和 Za ' 
літати + 


其 中 z. 为 标准 正 态 分 布 的 1 一 a 分 位 数 , 即 有 
88 


` WPP dE riha re i PM ER e nu 


Lm ЖЫНЫ pe ac op MR RR Ra I i АНН RP "dd Fo Te erie ce- 


т\п — 1) |  n(n T 1) 
> wna) 74 
一 一 一 一 一 一 一 == Es 
Inn + 1) (2n + 1) 
24 
eost ilg Ж-Н wln), Ë 
nin +i?) іп(т -+ 12 (2n +1) 
十 жа 
lime(z,e) = lim 4 Үү. Яя _ — 1 
WP OG , желігі | nin — 1) 2' 
2 


定理 1.3 89 E CEX IRE ‚КЖ ЖЯ 0750 是 相合 的 . 
ма 二 样本 问题 。 设 随机 变量 X... . X, 相互 独立 同 分 
布 ,分 布 邱 数 王 (z) 连 续 : 随 机 变量 Y,,…,7。, 相互 独立 同 分 布 ,分 
Tg eR EOS FG д). ЮЕ 
Hay А = 0, H, À >— 0. 
iu £—CGA,F) a= lA, FP AZO0,FGOXESE) ,w= 二 {1(0,F) |F(x) 连 
Sk). 检验 统计 量 
-d»1»4q,- хо. 


对 任意 ECOL 
U —— EU) = РАХ Y) ËD KE) 
当 N —m-En-eco P 3,91] CCo BK OO) = E€ 
NOR KE). 
XE H, F,[U — EQUO ]// varU ЖИЕ A fn МСО, 12. 而 
кал =+ ‚тат unl 水平 < 的 否定 域 


12nm 


U О» cy (cx 32357 И RED, 
则 应 有 


[cy — EQU)]/ ^/vaxU 一 Е -- 11 тп 1 - Zas 


其 中 «„ 为 标准 正 态 分 布 的 1 一 a 分 位 数 . ВЧ 


: — 1; 1 т n + 1 _ | 
limes = lim L 4 z, тн | 2" 


满足 定理 1.3 的 各 项 条 件 , 国 此 忆 检 验 对 4>0 是 相合 的 ， 
Wilcoxon 秩 和 检验 W 5 КРЕ ТАНА ЕН 87. 

定理 1.3' 以 检验 统计 量 序 列 {T,} 记 假设 检验 问题 . Н. £ 
Ew, Hi. ENG 的 一 列 水 平 & ARAE, EEM T Sce 
Cc, 是 显著 性 水 平 为 a 的 临界 值 ) PF ЫЖ K (6) ,使 得 二 为 真 
时 ， 

T,—-K(b. 对 任 一 t€ a, 
Ң £C e BF, К (8) — 24 EE Qo BE LK CO C s. 又 对 临界 值 c。， 
有 
limace 2 ko» 

ШГ ЕЕ 5 Me 是 相合 的 . 

证 明 类 似 定理 1.3. 


34.2. 备 择 假设 的 其 他 提 法 


在 非 参 数 检验 问题 中 , 除 上 一 节 所 述 采 用 形式 化 参数 的 提 法 
外 ,也 可 见 到 ~- 些 其 他 的 提 法 .下 面 介绍 两 种 担 法. 


1. НЕ 


例如 二 样本 问题 : 设 随机 变量 Xe X. 相互 独立 同 分 布 ， 
ЖНЖ Prz) 连 续 ; 随 机 变量 了, ,… ,7, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 函 
i GNE. 检验 假设 
Hi; F(xr)—G(x); 
Hi: ЕС) ЛИН ЛЕ COGO, BI FGOIZGGO. B3 die r (8 
不 等 号 成 立 . 
90 


ee et 


对 上 述 提 法 的 检验 问题 也 有 类 人 上 节 定 理 1.2 的 定理 . 
定理 2.1 对 上 述 检验 (oo, 呈 问题 ,检验 统计 量 为 S(X,, 
ХҮҮ.) АЕО 
SO Х,У) Z c (ec 为 显著 性 水 平 g 的 临界 值 ). 
而 统计 量 SB: 对 任 一 组 ri," sEm 和 уу" yx, 
Sn e mayi “ӘУ 
SCT Tm YI Уы)» 
那么 基于 统计 量 5 的 检验 是 单调 的 , 即 如 果 СО H (z) E W +` 
连续 分 布 , 而 G(x) 随机 地 小 于 EGO, WI r 
SPSCF C) x S (F HI), 
证 明 BH GGOZHGONERT 93 ЫЖ 
{r CiD >£, D (z=|H GO Z t), 
АЛПА та HT G) СО) BP] e 4H us A 
HQ) = infíz|H(z) zt) zmG-G)c-infiz|GG) zt. 
LIDERA G GO HOA: 若 随机 变量 Y~-GCz), 则 随机 变量 
С OY HEB c0, D B3 53 t, c BRL AE BE U А (0,015 5] 43 
布 , 则 随机 变量 G 10U)— G(z). Ж H (х› ЖШ ЕЕ. 随机 变量 
H (U)-—HO. 所 以 
PFG = PISK t, Xa o’ Z c| X; F (z) 
G = 1,--,2,Y;-— Gir} (j = 1," 9) 
= P(S(X..: Xa G U HI GOQI Z e | X, ~ F(z) 
G= leeyan) U; — (0,1) М()--1.--.п)) 
= PSX s X I IH (U... HOUD el X; FG) 
G = lsem) U ~ (0,1) 33540j = 1,7,» 
= P(SO,.-,X,Yi Y) > c| X; Fix) 
G = 1,=*,m) | Y; — HEr) = lmn} 
= SSH). 
ДЕЗЕ, 
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2. іе Lehmann 的 提 法 


统计 学 家 Lehmann @ I t — dE & S E UE ,有 针对 性 地 提出 
wE A АЕ. 其 一 般 性 的 提 法 如 下 : 设 G, Са) G; GO 
是 定义 在 [0,1] 上 的 单调 非 降 连 续 了 英 数 , 且 w==0 时 ,其 值 为 0,z 一 
1 时 ,其 值 为 1. WU XT CE — PE £X 2T fi ER X. FP Ox). GG CF C320 II 
Ga GF GOD {Л ER ДЕЛ 1р К. 假定 ; 随机 变量 X... Xu 为 来 自 
G1tF(z)) 的 简单 随机 样本 ; 随机 变量 Y Lun Y, AGE B С. (F(xr)) 
的 简单 随机 样本 . 检验 假设 

Н,. G (и) =G; Qu) ,X] —HJ]) «€ 50,10; 

Hy G, G BB КР G, G). 

通常 G, 和 G: 间 有 一 个 确定 的 参数 联系 着 , 例如 

Gi(u) = и, GGO = ик, КЕ, 
则 假设 检验 问题 变 成 ， 
Н,: K = 1, Hj; K > 1. 
这 一 假设 H, ER. X, 和 了 ;是 来 自 同一 总 栖 的 样本 ,而 Ы, 是 说 Y， 
不 是 简单 的 与 X, 同样 的 样本 ,而 是 天 个 独立 随机 变量 的 最 大 值 ， 
ЕП X,—FGO,Y;7— FEC). 又 如 
Gi) —1 — (1 —5:0 5, G,(u) = uv, K dj ese, 
则 很 设 检验 间 题 变 成 
Ho: K = 0, H: K > 0. 

这 一 假设 H. 是 说 X Y, ЕЖНІҢ- S Ел) РЕЖ UU H, 
ала X, dE 1+ K TRAE Pk J Pi Y. 是 1- K 个 独立 变量 的 
RA. 

Lehmann iX [Rig EC ТРЕ 在 理论 上 其 重要 点 是 
Xis Х.У У, НАМЕ ЖЕ R= (h; sa Rais 
e ROBAR DURS G Cr) ,Gilz), 而 不 依赖 于 Р(х). 因而 秩 统 
计量 在 H, 下 也 是 非 参数 适应 任意 分 布 的 . 它们 的 功效 函数 与 
F (z). 
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定理 2. 2 设 随 机 变量 X... X. HZ h Уа, EA 
GIF GOD CB S BE gi OC F GO ЯЛЫ Y, Y, 相互 独立 同 
分 布 ,分 布 为 G:F(x)), 有 和 密度 g OF GOD FGO ;其 中 六 xw) 是 分 布 
F (х) ВЕ, Gen GO RIDE Са НЕ. 以 R— (Q, , 
— Q. RSS R. ili КЕЖЕ X... ХУУ, 对 应 的 秩 向 
Е, ШС, mdr ROLE ET HER к-641556ө a ri r), 
事件 {R 一 +r} 的 概率 仅 依 赖 于 G (z) G GO ,而 与 (x) 无 关 . 
证 明令 集合 
А = (Gr zas ya Ң ER q G — lym), 
y; "HER r;Cj = 1,22), (4. 2. 1) 
ni 


PIR =r} m ETT n» [Tiero | 
AU dH m 


x Пло одада. 
=] #=1 


VERE YR u= Flr) ӛсті m 6 =F Yid kmt mtn, 
W| ERRE 


РАВ = т} = DIES Ie eso jar des. 
A" сє m! 


ЯНА Ж 妇 4 在 上 述 变 换 下 对 应 的 二,… ta a b BS. H Ест) 
连续 单调 , 故 
А” S {Gta D ORES L GS l,m + n) E 
CCELI 对 应 的 秩 为 (9 rtt еі Ta)’ 
(4. 2. 2) 
此 集合 与 (CX) 元 关 . 故 从 上 面 概率 P{R=r} 的 表达 式 看 出 定理 
结论 成 立 . ub. 
本 节 的 最 后 我 们 给 出 一 样本 问题 和 二 祥 本 问题 在 备 择 假 设 
下 , 秩 统计 量 的 功效 函数 的 两 个 定理 . 
定理 2.3 设 随 机 变量 X o X, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 为 
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Мо аласы" тынына sible Р i RN +. ч. күлі i? лышыл MPE mikine e AE akan. да авык Р: nerea ' . 


F(x), 有 和 密度 Р. Сс), 随机 变量 了 Yi,…,Y. 相互 独立 同 分 布 ,分 布 
为 F(z) BERE 7.0). X pfi H (z) ЖУ h (z) , h (=) BJ AS 
为 零 的 区 域外 会 AOM /» GO ESTIS АБС, ДОХ Er EAS АУ 
Fk In] fait R= (Qi s Q, Ren RO ;有 概率 分 布 


1 X. FORD | | Oe, 
PIR = r) = wit i=l Y =1 ‚ (4.9.3) 
| 10244 4À 
11 (1) 


EP r= (ае qa ria r r D Eds esm IB—TBX.N-—m 
+n. V СУ луй H GO N ОЛАЙ sp УЕ ДЕНЕ ИК ЕЗІНЕ. 
证 明 SRS 
А = (Gur xus yet y |n; AR q G = lenm), 
y; ҢЖ rCG = jerm) 
则 概率 分 布 
РІМ = ғ) 


лсо лә nint 
A i= jl 


车 记 =; == Йа.) (i=l1,*",m),y;=tasCg=1 уп) ЕТІ!) 


РБ = ү} fef Пле» 1ле ddtas dto, 


tay mH 


1 kai (ё? 
—. “с. tel 5 _ 
М) м 
ym oy ll^ Cu) 
= 1 


N 
ON. II Gendt е м, 
а 


| Ri 
Fi шя! . 


i=l 
М 
ТТЕ) 


i= 
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证 毕 . 

Мі 利用 定理 可 计算 前 述 G GO —9u,Gz; (н) =u" CK 1Е 
SO DET ЖЕРІНЕН DIES AY. 由 定理 2.2 秩 尊 量 的 分 布 林 依赖 
F Ge ,我 们 可 以 假定 F(x) 为 (0,1) 上 均匀 分 布 . 即 随机 变量 Х,, 
,Km 相互 独立 同 分 布 ,分 布 G1(x) 二 xz, 密度 g(r) 一 1 (Оа 
DANE Y e Y, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 G, (z) — x , ДЕ 
д: (х) = Кх) (Оос). 又 取 态 (wx) 为 [0,1] 上 均 色 分 布 , 则 由 
定理 2. 3 得 


PIR = r) = | LT.) ә |, (4.2.4) 


ЖН Уа У лр Ы (2), Го, 1 均匀 分 布 样本 的 次 序 
统计 量 . 今 将 ҚАМЫСЫ 按 值 的 大 小 排列 后 记 为 $15 7*7 5, D Уа,» 
V a ) 的 联合 密度 为 ( 令 $9 = 0+ti—= N +1) 


ut РЫ t) 


— NL Te, uec, 
lle. — s — 1)! 7? 
Ог < c < р, 
0, 其 他 . 
d Z2, —Vco/V« p Sl esn), 2Z, 一 Vo; 则 随机 变量 Z, 
0,2. 的 联合 密度 为 
Cn tnam) 


М: n i 
Is а- ERA ST, 


ЦП. — s; — 1)! =! 


O = z; =< 1,3 = LIST 
о, Hth. 
因而 2,,---,2, ИЯ ШУ ИҢ Z, 有 贝塔 分 布 Bissu s). 由 
+ 
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11”. = ZZ 2 
所 以 概率 
P(R = r) = NLIS) 
" r кер (4,2.5) 
к y (s, t JK — Jj 

сете 5l 

定理 2.4 ЗЛЕ X. X, MB Ez |а]. 2 1Н ESSE 
(zz) 连续 ,Rt 一 CR n RIDE X... Xn РУВО а РЕА, g; 
= 0(Х,) A X; 对 应 的 计数 统计 量 , 则 对 任 一 个 d= (dii 
分 量 为 0 或 1 ЫЫ Ж, = Gr, ) 是 人) 的 一 个 排列 ， 
有 联合 概率 分 布 

PiP = 4,К = rt} 


1— ЕСО) $4 1 11/12 
= ғаз FO» je " „т^ a * 
Шао 
іші 
(4.2.60 
яф СУ, PDDE X, 取 正 值 的 条 件 下 的 条 件 密度 ， 
Am t = ü, 
fam -| f» (4.2. 1) 
1- Foy 102% 
Хо X, BRARTI 的 和 茶 件 密度 ， 
0. £ = Ü, 
J(=]|0) -Jio (4. 2. 8) 
FO» ° 620, 


Va; «Voy uS HE АС) Ph r PE AK PK PF YS С AS 
为 0 的 区 域 包 全 Arz11? 和 zl10) 不 为 0 的 区 域 . 
ШЕҢ $ 
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^a. ық rae mil iR RA nr 2А pl pla алау doces, daas Fa nili M ERRAT CR RC et Alo lah elc d FRA Sc CQ m Ds c мз: 


则 联合 概率 分 布 
P{¥ = a,Rt— rt) 
= POP = d, (8 XiX) 有 秩 r+)} 
= Pi = a) -Р((5,Х,.--.4,Х ЖЕР Iv = d; 


有 P (p = d} = roy TAY zu 
而 
РІ8,Хас:|Чч;--0) 
0, | 当 х= 时 ， 
P 6 X ол. Ғо-0; Pi-—xrzXO) 
= P(V,—0j P(X,x:0) 
ЕСО) — FC— x) 


FO) QU 14 r-0H. 
对 应 的 密度 为 


Ü, х= 0, 
f(x |0 -1 х) 


F(0) ' 
P(G,X; X; x |; = 1) 


Ú, === 0, 
= қас Х,< т) | F(z) — FO) So 
P(X,0) — 1—F(o" 77> 


ҚОҒА ИР U 


| x = 0, 
fiall) = fix) 
ІР)’ *^9 


所 以 
Рід, Ху, ,6,Х,2 ЖЖ r+ Ж 一 dj 
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-HE ets eth, Ph E ы н 


E -f Тр аааз, 


f] 


n Із е dti de, 


„++ i—] 


Tf, ad) 
і--1 


n = ЕЕ а ` пее 
у IÍ (£o) 
iz] 
ОУ, |4) 

Alri ` 
я ! E я ` 

|ТА 

іші 


АЗ £ EB 2 Ж. ШЕ. 


$4.3 局 部 最 强 秩 检验 


定义 3.1 WEAS ë— (6, F), W DG UE 
H,: 0 = 0, H... 8 > 0. 
E Ехэ Е РЕ ЛАУ, EET ЛӘ XT hp -— BERE «Ж 
平 , 存 丰 :一 个 se>>D ,使 得 当 Osce 时 ,此 检验 是 一 致 最 强 的 秩 检 
验 , 则 和 春 : 此 窒 验 为 局 部 最 强 秩 检验 ， 
ap 二 样本 问题 设 随 机 变 基 XQ..X. 相互 独立 同 分 布 ,分 
ЖЖ ЕСЕ; АЛЛЕ Y, Y, 相互 独立 同 分 布 ,分 布尔 数 
3 F (z — A), 检验 假设 
Ha A= 0, Н,. À > 0. 
在 H. `, X, Жы, р, Өе "Y. ВЕ BJ Ék m] Hk R 在 集合 A= 
irr 232 11,7 ,NDOB3—"T REA) E953 4r BR ES +€ R, 


Pa (R = r) = ур. Ca CY 表示 HOUR ORO. 
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因而 一 个 对 AL 0 的 最 强 的 秩 检验 的 否定 域 所 包含 的 点 +, 应 是 使 
РАЕ-”КРА GRO 4 为 真 值 时 的 概率 ) 取 较 大 和 值 的 那些 点 ,也 
就 是 从 取 值 最 大 的 开始 ,然后 第 二 大 的 ,: …, 直 至 取 满 /个 ,使 对 
— а, fg xEBJCE.XPHEÉ—rICG.PAuR—rnME AE. 
K (A) = PAIR = r). 
Ж К, (4) 存 在 且 连 续 . 那么 由 中 值 定 理 , 有 
K,(A) = K,(0) + AKLCA') = d- + AK! СА"), 

HER oca «AO. Wb. xp eirca 

LK, (A) 一 K,CAY] = KL CAD) — K, (AZ), 
HE OA! <А, 0<A¿ «A, UU] 

іш ГК, (А) — K,CAY] = K’, (0) — K! (0). 
JE 2.24 K, (0) — К, (002-0 时 ,存在 £0, [E A< BF, K, (A) — 
K,,CA220, іт Е Pe do BJ ЕЩ y l) {Б K' ORRAK 
值 的 那些 ~. 

定理 3.1 i B DLE E Ху, Ы, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 函 

数 R(x) 连续 ;随机 变量 了 了,…,Y。 相互 独立 同 分 布 , 分 布 画 数 为 
FOr— А), F GO LE BE ER OE. f(x). Ск) JUSE АБАК ор, S 3⁄ 
J^ CD ER п ex PRESE CP Cz) 不 宕 在 处 适当 补 值 ). X EET 57 6, 
FERR gilr) g: E AC (8,8) х, 

|F (= -- д) | = gilt), Р(х — А) m. g. (mx). 
而 


gW o] |z, GV; 
Er = < оо (4.3.1) 


| I^ (W;) 
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其 中 随机 变量 We W, S n [А А, A m RRA FO. 
Erl Jos dr e COS F GOBTBS SH. Eo AO 8, f Cr) TN 
零 的 区 域 包含 f Gr ӘЖЕНІ Б. ШЖ] ЫТЫ ЖЮ 
Ha A=0, А: A70 
的 局 部 最 强 秩 检 验 统计 量 为 线性 秩 统计 量 
S= Sa (R), (4. 3. 2) 

其 中 

Шығай 
Ua « <Trow 有 是 Lo,1 上 均匀 分 布 的 简单 随机 样本 的 次 序 统计 
Е. 

ШЕҢ 由 上 一 节 中 定理 2.3.80 АСЕ) = 7С), M| B 


Б — >i 
арғы 5 o 
N! " i 

ЕР 
г-і 


其 中 V a; < Von 是 了 (zx) 的 简单 随机 样本 的 次 序 统 计量 . 注意 
到 


P (R = r) 


f.i J me 0 


IIo Тл, ) 
аа НЕ —›є AU 


r2 (Ve ) Пе, (Ven ) 
әй — се 


АУ Пе Ур zV.) Па УЫ, 
Е — _1 五 | 一 -一 |, 
N co 


E | — 
L ПШ 
加 上 定理 条 件 ; С A) | < Са) ' РС Asus Gro EE f nf 


ЖАЯ Т ЖН. 如 此 
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Ә 
sa Pa lR — r} 


УЦ — A -[— ФУ 40) | 
== ДЕ k=] ^ pk -一 一 一 |= 
ПУ? 


2р В = r) 


1 < — Р (Vo) 
1 Г РГЕ Јр r1 
Б m E| Лк, ,›] |- x5]. 
所 以 对 应 S 取 较 大 值 的 + 组 成 的 否定 域 是 最 强 检验 .证 毕 . 
мі 考 虚 正 态 分 布 ,密度 函数 


Fæ) = me 一 oo «c x= со, 
此 时 E -- апаға = z. 


定理 3.1 中 的 ef 此 时 为 


* yx — um FLETU a] __ —1 
a" G) = | ЖЕ- U ОЛ |= ECF (Uu). 


ERF F(z) 为 正 态 分 布 的 分 布 函 数 ,a" (为 正 态 分 布 样本 《样本 
量 为 мо; ЛАК ЛЕНЕТ ЕНЕМЕ, ЖЕ АЕ ИЛЕН НІН. Бі 
部 最 强 秩 检验 统计 量 为 线性 秩 统 计量 
5 == >: (К) = ZELF- QU) J. (4. 3. 3) 
例 2 Logistic 分 布 ， ATE RUE RE GBA MUS 
F(x) = Р(х) = 
上 毕 时 


__ øf 
A -- Ч/с] -- 4r- r — 2ln(1 + e77)] 


ET ст» dde 一 oo « m «oo, 
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Er мін F ЙЫ. MHIL PERF i Uem. cer - -- -- 


2 2 


lie: <69-іүрае 1 
= 2F (x) — 1. 
定理 3. 1 中 的 a' GO 
“озу — LF (U. 17. ігу. — 
a (z 一 gl FLE QA] 上 = 2E(F[.F Qa] 1 
= EUn} — 1 = ні — 1. 
局 部 最 强 秩 检验 统计 量 为 


n 2 п 
S 一 a* (CRO = —— > K, — n, (4. 3. 4) 
> NFI 


БЫ W= Sr 等 价 . 所 以 Wilcoxon RARE W XJ Logistic 分 
布 是 局 部 最 强 秩 检 验 . 
E 


| — FG o) 
$G f) = Foe) 


通常 称 为 对 应 ЕС) НВР BUR KC. 
定理 3.2 设 分 布 函数 下 (z) 与 Cgz) 间 有 关系 : F(z) 一 


c| £) (—ее<и<оо,о:>>о), др RERS HUC A LER НЖЖ 


(4. 3. 52 


Фи. f) = А си) , 


其 中 FONS ЕС) ЈЕНЕ BC у Ох) GGOBISE HE РА C. 
证 明 B РС) 24 =и,48 


x= F(u), 28 = G^), 
故 有 F^ Cu) —6G^ (u) + е. 


1 一 
而 f(z)=—8 шін), Р) Дв! 


y 


x—H 
т 


1 „| Е-:(и) – 
таза» r'| 5 | 


ЖІП éG, 7) = „КЕ шуу 一 о) 
с 8 с 
-2(- ео р 1 
EP. ga СЭР gf Gn 


证 毕 . 

定理 3.2 说 明 , 对 天 (z) 作 变量 线性 变换 不 影响 局 部 最 强 秩 检 
验 统计 量 . 

对 一 样本 位 置 问题 : 设 随 机 变量 X1 из”, X, 相互 独立 同 分 布 ， 
分 布 函数 为 F(z 一 站 ;函数 下 (4) 关于 0 点 对 称 , 有 密度 f Gay = 
fXC—0 (— oot oo) ,检验 假设 Но: 0-0, Hi: 82>0. 一 样本 位 
置 问题 与 二 样本 位 置 问 题 有 类 似 的 结果 . 当 H, ЖАСЫР «ҰМЫС 
相互 独立 同 分 布 ,分 布 连续 量 关于 0 点 对 称 , 由 第 一 章 定理 4. 2 
知 , 计数 统计 量 W. — (X... W = СХ, ) АЛМ TRIS] E R+ = 
(RE R OMER Y, G> e MESAI AMAAN, 
R* ТЕ R= (1, "УІНЕ EAA. 故 对 给 定 的 d— das 
为 的 
一 个 排列 . ВЕ а, Е, а, Rt = Е Са, 818 
等 的 概率 1/0276 x ! ), 与 二 样本 问题 一 样 ,为 使 功效 函数 值 大 ， 
否定 域 应 包含 那样 的 (4,r УА, ТЕ Н, 下 的 概率 Kati (0) 一 
PP =d y Pr =d, R = 二 r+} 尽量 大 .与 前 面 二 样本 问题 类 似 ， 
在 一 定 条 件 下 ,在 8=0 的 启 部 区 域内 找 使 Kut OKH Cdr) 
SEPE. 有 定理 如 下 : 

定理 3.3 设 随 机 变量 X oX, AB a dir Ee] dti vod RR 
为 G(z),G(z=)= FG-—0) pg FORT ОН, ЖЕ Foo = 
fC—t) C—co< oo), R. fi) 20 (оо ооу. 导数 С) 
在 ,在 点 £950 Abk, P (0) —0. — P GO/ f G) E e ВЧ АЕР ES ЖГ. X 
Ж е. CO RI giGD 1624 — < 0 ó 时 ,对 一 戈 i 有 
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TH di ` 


LFE- bM sig. JG — xg, 


H 
ge Wo f [z. OW ) 
Er — < оо, (4. 3. 6) 
[ Ifa» 
FrP BEULAE АҒЫН 三。 独立 同 分 布 ,密度 为 


Ü, = = 0, 
fel -1 fx) _ 
TC ру = 276), = > 0, 


Wiper fc RE Ip] E EDS. 06-0, Hi: 9>0 的 局 部 最 强 线 福 符 身 秩 
检验 统计 量 为 


St= "Wat (I, (4. 3. 7) 
несу РОХ) 
A а Фф=Е] -Fax 


[Х|а,<++<<]Х |, Et F(x) 的 样本 绝对 值 的 次 序 统 计量 . 检验 的 
否定 域 为 5+ 大 时 否定 Ha 
ШЕҢ 由 本 章 定理 2.4, 取 其 中 的 
h(x) = f(x, 
则 在 Fr, 下 的 概率 
| Ku, 0) = PU, = d, = d, RI p 


- 


llf. — 一 | 
一 工 . 工 5|lz 07 
# | 2" я 
ТУЛКУ) 
一 | 
10021-24. 1 – С(02155. 
注意 到 G(0) —F(0—0—F(—8); 
0, = = 0, 
fG — 0|1) = re — 6) 
TGO? *79 
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о, ==, 
fe noirs seto 


G0) Соу б 5>9, 


[^+ C| 10540) 
DESI Ku. eS m LE ——— T - |. 


По ) 
定理 的 条 件 保证 了 可 以 积分 号 下 取 微 商 ,所 以 
Karn = л 


ы 


БЕ REDHA + C DAP (У, + (— 16) 
xE а 


k=] ` PER 
По) 
г== 1 


А 二 — 13h Aud 
Ku. 00) = 2"n! 2 1) E| ry 


"E s ]- nos] 
= 10) vss ав ЕДІ) 
туа) акаже, 所 以 应 选 (d rt tE 
Berl 57 l- 


取 较 大 值 的 点 组 成 否定 域 ,这 样 的 检验 是 局 部 最 强 的 .证 毕 . 
由 于 F(x) 有 和 密度 且 关 于 Ü 点 对 称 时 ,其 样本 Xv , X, $5 2f 
XHA ІХ, | UU | X. | 的 次 序 统 计量 IX |l a | < < IX lev 


d 1 
= =i] -一 ， 
IX lo — F^ + 


АВ Ua < <U о СО.) АТААТ ВЕК ЕЗЕТ. 所 以 上 
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CP Rt Id 


1 
2 е | , 


述 定理 中 的 a^ (也 可 以 表示 成 
P ғ" » + iv.| | 
a^ G3 = E| — ^ 1 1 _ 
ДЕ (1-10) 
біз Ж Logistic 分 布 , 分 布 函数 和 密度 函数 分 别 为 


1 —_ E. L 
Кох) = De ә Пе? ос < x < со, 
此 时 
-A = 2F(x)— 1, 
定理 3.3 中 的 a ӨО) 
РИ F! 225270 
a's E | 一 | 1 
ДР + Uo] 
_ aliad Е i 
= E| 2F| F | с 十 жа 1 |= EUo = —— 


EC аб) =: 等 价 - 所 以 
S'— D, PaRi) = YA. 
这 就 是 常用 的 Wileoxon 符号 秩 统 计量 W'*. 


94.4 功效 淆 数 的 统计 模拟 


对 假设 检验 问题 Ho éC ө, Hi: EE Се ӘЖЕНІ 5,20 


ХЕ Sc (c 为 临界 值 ). 其 功效 函数 
22 (8) = PS = c) 


在 非 参 数 假设 检验 问题 ,不 易 求 得 22; (ë) E) BH RAR. 但 在 
计算 机 很 普及 的 今天 ,可 以 选择 若 千 有 代表 性 的 上 点 ,用 统计 模拟 
的 技术 计算 出 Ps (OERE AAE. 通过 这 些 近似 值 可 以 比 
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005 ankka НУ эана ЫЫЫ ee 


较 不 同 的 检验 方法 ,在 一 定 的 样本 量 下 ,看 它们 的 功效 函数 的 值 是 
和 否 有 明显 的 关 异 .下 面 我 们 以 一 样本 检验 问题 为 例 , 如 以 说 明 . 

对 一 样本 位 置 问题 : 设 随 机 变量 Ait X, 相互 独立 同 分 布 » 
分 布 为 下 (fT 一 上 ,函数 (和 9 连续 关于 0 点 对 称 , 检 验 假 设 H. Ө= 
0; Hi; 62-0. 可 有 下 列 一 些 答 验 办 法 : 

(1) 符号 检验 〈 和 参见 第 一 章 第 2 节 } Stt& 

B— OC), 

否定 域 Bzb(,n). 

(2) 符号 铁 检 验 (参见 第 一 章 第 4 节 ) 统计 量 

з= Хо, 


否定 域 + љодаи). 

W 了 检验 统计 量 

T= Za Х/8, x= 2x. s= р), 
Еж Тоз, (a), 
可 以 用 统计 模拟 的 方法 比较 它们 的 功效 , 即 选 择 典 型 的 点 (8, РЭ, 
жаа EE Be ИЛЕ. 此 例 选择 一 些 典 型 的 常用 的 对 称 分 布 


F(z). 例如 下 面 一 些 妖 度 值 由 小 到 大 的 分 布 . 
O2 均匀 分 布 . 密度 


fe) = 1, -2<и<0-4, 


_ _ 1 ECX—ECX)) 
期 望 Am 0,7; 3 0° iz BE S7 ЕСК ЕХ) A T O RR 
k= EC(X—E(X))' 


uv [E(X E OO) l 8. 
(2) 正 态 分 布 . 密度 


Hc» = ur 一 бо f < ос, 


期 望 u—0, h É а=, f HEP. s, — O, RE Б — 3. 
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(3) Logistic 分 布 . 密度 
e (79 


ZG) = рүү еюн 一 oo «C£ < оо, 


Wil 0,0796 o — 7 ARTE s.m 0 RE z. —4. 2. 
Саз 双 指 数 分 布 .密度 
fae = get — oo < t < оо, 


HE „=й, ЗЕ аге 2.0 E s= 0, ЕЛ = 6. 
(5) Cauchy 5] 1н. SERE 


fGD = TIT Pt] 

ЖЭ} ЖН] ЙЕ ЖКТЕ ЛЕ. 度量 此 分 布 的 离散 程度 常 取 量 ,使 
P(—a« X «a) 一 0. 6826( 正 态 分 布 正 负 一 个 标准 差 间 的 概率 值 ). 

取 定 下 (Cx) 后 ,8 НЇН ЗЕ 0—0, 0. 10,0. 20,0. Зо, "++. 这 样 对 
给 定 的 8, 有 ?点 ,由 统计 模拟 方法 产生 分 布 为 9, 天 ) 的 随机 变量 ， 
通过 计算 宙 得 到 这 个 随机 变量 的 一 组 样本 值 n ，… an A 
验 统计 量 的 值 , 则 可 判定 这 组 样本 值 是 否 落 入 否定 域 . 重复 产生 分 
布 (8,F) 的 样本 值 一 干 次 (或 更 多 }), 助 可 得 到 总 体 为 (8, 下 ) 时 , 事 
€FGOBZEb Gr n2) ОУ Ze (a n2) CU, асау — T iK i e vn 
H Ж BA AERE c CT TR de СӨ, F ) RE 03 D cos CS LRL. 
可 以 比较 值 的 大 小 , 值 大 的 功效 大 . 

对 上 述 一 样本 位置 问题 的 三 种 检验 办 法 , 当 样 本 量 #= 在 10 到 
30 之 间 时 ,在 上 述 一 些 开 型 的 (9,F) 点 统计 模拟 的 结果 可 得 到 下 
述 一 些 结 论 ， 

总 体 为 均 句 分布: T 比较 好 ,B ЖЖ. 

总 体 为 正 态 分 布 ; T 比 W' 稍 好 ,两 者 相差 不 大 ,B БЖ. 

总 体 为 Logistic 分 布 : 三 者 接近 ,WT1+ 最 好 . 

АЯН. W1+ 最 好 . 

总 笨 为 Cauchy 分 布 ; T 很 差 ,B 最 好 . 
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一 оо < £ < Oo, 


如 果 在 实际 工作 中 ,我们 对 Н, 下 的 分 布 有 一 定 的 先 验 知识 ,如 知 
道 分 布 的 峰 度 值 的 大 小 , 则 可 选择 适宜 的 检验 方法 , 有 人 根据 样本 
的 次 序 统计 量 AXo Х.Ж 
Uc — M, 5 ， Cy os — Loos 
©% = у Mas — Е, s e, 7 Uos — Із: 
338. ЖЕ ДӘ. ИЕ FF smk ДЕ, A RE RAAR HU., 
М... 分 别 表示 Xii om Xw ДЕД, PE RUH an 个 次 序 统计 
量 值 的 平均 值 . 
类 似 地 用 统计 模拟 方法 ,可 比较 二 样本 位 置 假 设 检验 问题 的 
两 种 检验 方法 . 假设 检验 问题 , 设 随 机 变量 X,,-- X, 相互 独立 
同 分 布 , 分 布 为 F (=) ;› SLAE HE Yi st. Y. 相互 独立 则 分布 ,分 布 
X FG—4A) ,检验 假设 H: A=0, H: A>0. 第 一 种 方法 采用 检 
验 统计 量 


т 一 Y — X 


Jn — DS} + @ — DS 14,1 | 
m + n — 2 NU 


其 中 二 二 >)X, 了 一 lI. S= DARY, 5- 
i-a] =1 


1, Р) Ж - HO HROR mie ИЕЫ 


Ww = >a ， 

RPR e R EY e .,Y,) 在 混合 样本 (XX,， RY ) 
中 的 对 应 的 秩 . 比较 两 种 方法 检验 的 功效 ,这 时 F (>) Ë: Wi E BJ gi 
型 的 一 些 对 称 分 布 外 ,还 应 采用 一 些 常见 的 非 对 称 分 布 . 模拟 的 结 
RAF. 

总 体 为 均匀 . 正 态 分 布 : 了 ЖАН. 

АХ Logistic ЭЖ. T 5E Ж, 稍 好 . 

БАЖ ХАҚ Cauchy 分布 : W . 
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EX Weibull rdi GEAR ЕС А 20. T 553 W ЖЖ. 
E iat yfi W 好 . 
上 述 各 分 布 中 ,Weibull 分 布 的 密度 为 

Р) = дет, #72 0, 


eB „= у от Ж „= YT oco 3) 
[1-1] TP /x)/n-i- 
指数 分 布 的 密度 为 


Ра) = е", t0, 
HHA jy 一 1, 方差 07-1, WE s.=2, 014E А, 9. 


3 


L 设 随机 变量 XX,…,X, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 为 下 Z] ,其 
中 分 布 函数 FOOGEZE H Т 0 点 对 称 , 标 准 差 为 1, 对 假设 检验 
Н. z = 1, Holl 
有 检验 统计 量 SOGOX,0,X0,3 S(X,,--, X0 >с BH ERR H,, 
SCORE: 对 任 一 个 dz1, 及 任意 的 x ，… z, В 
《人 
证 明 对 任 一 FF() ,此 检验 有 对 sz 单调 的 功效 函数 , 
2. 设 随 机 变量 XX, 相互 独立 同 分 布 ,密度 为 f(x 一 0)， 
对 一 切 所 函数 РО) = РО). 对 一 样本 问题 
Н,.0--0, — Hj 0> 0 


可 以 用 一 个 线性 符号 秩 统 计量 S+ 一 Ya СЕ} ) 作 检验 . 说 明基 
于 5S?+ 的 检验 的 功效 函数 对 于 #5 单调 . 
3. 设 随 机 变量 X, X, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 为 严 (z 一 们 ， 
ЮС КЕН XT 0 点 对 称 . 对 一 样本 问题 
Н,:6-о. H: 0 > 0 
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t аана Hib Hii ОРЧ rana a aiit olor d ERR ndm yaa i — cm nd ril ih qila RR na сл жі niae Жа. . ` 


可 以 用 Wilcoxon 符 导 秩 统 计量 构成 检验 . 说 明 此 检验 对 一 切 
PUG-- X0) 00 ВАН АИ. 
4. XT ARM E XE {Тус SE Dac. ВАЕ H.) ИЕ EE 
1. 3 类 侯 的 定理 ,并 证 明之 . 
5. 证 明 下 列 定理 ; 设 随机 变量 X..-.X. 相互 独立 同 分 布 ， 
ЖНЖ F Co) d e. 假设 检验 问题 
HQ FQ) = I Н,. FG) 的 中 位 数 大 于 0 


A RAE SX’ X o TERA SCO e AHER z 
Xu; (іс-і,"-,л), SCORE 
SQ "әлі ZR S(r am), 
ШАН ЕС) ,С(х), 24 FGOBBLBLIN-F GGOET 5 
PE) = SPSQG). 
6. 对 二 样本 位 置 参 数 问题 , 若 分 布 函数 F(z) 有 密度 
Tix) -ехріл-- е), - оо < +< oo, 

试 找 出 线性 秩 统 计量 最 优 分 值 旺 数 . 

7. 设 随 机 变量 Xu XL 相互 独立 同 分 布 ,分 布 为 (rx); 随 


机 变量 了,，…,Y, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 为 ғ) ,分 布 函数 ға» 


连续 , 且 F(O) 一 辽 , 对 二 样本 尺度 参数 假设 检验 问题 

Н»: p = 1, Н. 9 > 1 
的 最 优 分 值 函数 经 分 布 变量 尺度 变换 保持 不 变 , 即 若 G(z/o) 王 
F(z), 则 对 G(z) 的 二 样本 尺度 参数 问题 的 线性 秩 统计 量 最 优 分 
值 函数 与 对 F(x) 的 一 样 . 


жш ФЗТ АН ХЕ 
$5.1 Pitman 独 近 相对 效率 


对 很 设 检验 问题 
H, Ew, Hub Eo 
TH GL 1Т„}РЯ ЖЭ Ж И Ш.Н я ЭБЕТ ЕНСЕ И КЕ E. 
(5,57. КЭР < 的 否定 域 分 别 为 C, 和 D. . Н 
P S, € C, «e, 对 一 切 8 € ww; 
P áT, € D.) a, 对 一 切 8E€ e. 
比较 此 二 列 检验 ,通常 比较 它们 的 功效 函数 
Ps (O S PS, € С,), ве QN, 
SM (9) = Р.Т, Є D,)j, 0 € (e, 
对 于 特定 的 € ON Ps (ӨО, (O" ) 大 者 为 优 . 一 般 使 用 的 
样本 量 越 大 ,功效 函数 的 值 会 越 高 . 因而 也 可 规定 功效 的 值 ,看 达 
到 此 功效 所 需 的 样本 量 . 所 需 样 本 量 少 者 为 优 . Pitman 斯 近 相 对 
效率 ,就 是 在 零 假 设 的 一 个 邻近 区 域内 ,规定 功效 的 值 ,比较 所 需 
的 样本 量 ， 
定义 1.1 对 假设 检验 问题 Hu: 0—0,, Hi: 0550, E — P8 
定 的 备 择 假设 2 一 9 G— 1,2, 72, 0,50, H lim8;— 6, 5,41 7,8 
对 应 于 假设 检验 问题 
H, 0=0, H. 6= 0, 
的 检验 统计 量 ,m 和 m, 为 对 应 的 样本 量 ,满足 
lim Ps (00) = lim; (фу = a, ` 
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а < lim4Zs. 48.) = Lm (8,) < 1. 
Ж — UH IE. EXPE TES TA 5 [n ) 3 (m; } 存 在 相同 的 


. m, 
lim —, 


i-o М, 


B] Pk k E PS Ië 23 05, 2) НА CT.) 的 Pitman 渐 近 相对 效率 , 记 为 
AREGS,T). 

ХӘН АЖЕМ. КІН) Noether 定理 是 最 基本 的 . 

定理 1. I(Noether 定理 ) 对 假设 检验 问题 Но: 0—6,. Hi: 
6 一 和 (一 1,2) 且 lim& 一 名 (3 和 {Tw) 是 两 列 检验 统计 量 ， 
者 有 与 它们 相 联 系 的 数列 {As (0), (ұт, (8) las, (63), 
(от, REFIRE CAD — CAO. 
Sn — s (6) Т, Sor. (8,) 
ECHO 和 йу М9” 8; 为 真 时 ,有 相同 
的 取信 范围 及 相 间 的 连续 极限 分 布 H(*). 

CA) а», F 68, үг Уб 时 ,有 同样 假定 . 

sO) ат (0) 


=lim— = 


KCN add O 


(Ai) 


CA.) lim rr 


(A dors, ОРЕЛ КОЗГЕ 0—86, 的 某 一 闭 域内 连 
续 . 导数 (6), OOTA 0. 
A Г 5, (&) ГКС 

5 Pi =l mm 一 一 一 一 一 
UA TT. о HS) pir, (00) 
i o) tir C0.) 
(As) lim——— Кз, lim a 
me nas (0,2 aM ,/ пат (0,2 
KF Ks 和 Кт 为 正 的 常数 , 则 Pitman 渐 近 想 对 效率 
ARE(S,T) = [K./Kz]. (5.1.1) 
ШЕВ iS) A Ta УЛДА У RUD 5, e, Yam T, 
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dn) ,满足 产 近 相 对 效率 的 要 求 , 即 有 
ims (б) = lim (0) = a, 


lim, (8) = lim22, (0) = 8, 


则 由 (A1), 《As) 得 
. Ca C (6) d, — дт (6) B 
lim ЕГЕС T lim у = H A — 8). 
шалығы (05) li at... -- т, (bo) a 
к= mA) cim s do oH 0-9 
X Hi CA REIR 
000 аы) 
m Ww Go Ba d) На 0, 
从 而 可 得 
. Hs, COL) 一 As C05) | pr 60.) — Ur. (0,0 
Um a т M ТЕН 


利用 定理 之 条 件 (A,) ,将 上 式 极限 号 下 之 分 子 用 中 值 定理 ,并 相 
EX BP S 
А (070 fp 87”) 
lim = | or (бу D 
其 中 өр TA " е (0,,8,) (1-1 )25***). 再 由 (А), СА} ; 即 得 
lim| Vn Kf Vim, K, І- 1, 
因此 


了 一， a i 


ARES, T) = lim "+ = ЕЗ! 


жм 1.2 对 假设 检验 问题 Ha; = pas Hai: 0—6,, ЕЖЕН 
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中 的 量 
TECUM 
К< = lim — 


oo af nos (8, ) 


称 为 5, 的 效力 因子 , 记 为 eff CS). 
Ші 考虑 总 体 为 正 态 分 布 


1 03 2 
;8,0) = e zÁ =) А — оо « rco, 
fe J/2x 


(5. 1. 22 


检验 假设 Ha: 0—0, Hi: B= B, G= 1,2, 0) lim8,=0. 考虑 检验 
әнін 

* Y4—1*x ; 1 < > 
T= n XIS, X= 5 = 21200 ХУ, 


в = SW (符号 统计 量 ,参见 第 一 章 第 2 节 )， 


i=1 


则 取 
Ат. (0) 一 xa er CO) = 1, 
Ug (Ü) = пр, д, (0) = Vnp(1— р), 
其 中 


p= | S E E) а 


Pm о 


容易 验证 它们 满足 Noether Е ЕСА) ~ (A.D. R. 


ГА (9)- n , 
" c 
1 _ А 
Hs D=- aae rl) de 
> = Lí r—83z п ғ 
= а«- -i( 与 ) = 一 
Z|, Ed Эла e 
内 而 效力 因子 
_ 1 
eff CT')—= > 


(0) ` # п 1 2 
eff CB) = lim—— -lim| 21-12. 
н со пав (0) mA—-o0n -h g т 
故 渐 近 相 对 效率 


„Гут BT z 
ARE(GT,B) БЕРИ 2 
Noether 定理 的 核心 条 件 是 在 五 , 和 H, 下 ,检验 统计 量 序列 


HAEDH. 为 了 应 用 Noether 定理 ,我 们 需要 对 经 党 涉及 的 U 
统计 量 和 线性 秩 统 计量 在 H, 下 的 极限 分 布 作 进一步 的 讨论 . 


$5.2 推广 的 UV 统计 量 的 极限 定理 


fr Pitman ZEE EF Hi: 8—868, (£—1,2,-), lim, = 6, FR. 


БЖ ЖЕ 0, ЯҒ, ТЕ PS SLE bm] U 统计 量 的 极限 分 布 . 
此 村 简单 随机 样本 
X... ,.. 2? 0» a F (z; 89.) , 


U ТЖ 
UR Жл) 一 n > ACX g itt Хә.) А 
(B. B) 
"| C ^ 
ЕГО, СХ, Ann] == 8. 
id 


h y. ба) = E[h (X... Ra rs X,..) [Xin =a] 
= E[ hlt, Х,,,--.Х,,21, (5. 2. 1) 
则 有 | 
£. = соуГАСХ,,,Ха m X...) A (X... X. ‚Ху 1,21 
= уак[Ау „(Ху „)]. 
58 — X bog ЖЕНЕ FLU БЕН Ж ME SR КИ, E n 
О.Х, 一 所 在 变量 集合 
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”FT HL 


Ж“, = | OK AX)» KG) 为 实 函数 


上 的 授 影 为 
у: = ZD 062 — 6 (5.2.0) 
定理 2.1 对 上 述 忆 统计 量 , 若 存在 常数 MI 0.8 XPHME—n 
=r, H 
EU CX, X, ] < M, 
yj 


lim (øvar U, CX, =" XL] m «ҮР = ü. 
证 明 由 定理 茶 件 ,有 
Era = ЕГАСХ, "° :X.2] UC 6: = M 
存在 且 有 限 , 所 以 |Z... | € 7. „= M te= 1 T Br TF fE , TU H U 统 
计量 方差 的 一 般 表达 式 


] а E a 
DCX X, y] = — . 
var[ U, CX, 21 5 2H EM 
ғ 
- эу 1 (Яс rn OQ — 2r Fe D, 
к--і ellir — c)! F п(т — le-a ғ + 1} саня 


E |£... М Е — nzer IUE BH ц поо, A c Rf 1 


的 项 是 二 阶 的 ,其 余 的 项 的 阶 均 高 于 点 , 故 
nvar(U,» — r^t... — 0. 
ШЕ. 
定理 2.2. 设 随 机 变量 X... X. HERUM rf] Ян Ж 
FG —8,). EXE ner 有 常数 Moot 
ЕГІ» CX, — 0, |: « M. 
X 
Шш = 9, 
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其 中 了 是 大 于 0 的 常数 , 则 VAV, / ont ЖАША NC. 

证 明 利用 Berry-Essean 中 心 极限 定理 即刻 可 得 定 惠 结论 
该 中 心 极 限定 理 说 ; ЯШЕ n, W... "ryWhw 是 期 望 为 零 方差 为 
1 的 独立 同 分 布 随机 变量 列 , 如 果 

lima? ЕГ, = 0, 
则 对 一 切 x x XEAEA- ә 的 常数 А.Ш 
| PI nt SW. = x |- DG) 

HB ФС ОТЕРА РА Г. 我 们 只 要 将 定理 中 的 投影 ;的 


各 加 项 eau Xu SAR rE AM 7g Berry-Essean 中 心 极 限定 
理 中 的 W, BPEJ. 证 毕 . 
定理 2.3 设 随机 变量 Х,..-.Х, НЫШ УШЫН. ЖРА 
数 为 FG-—900. 3; 
(i) Е arer, A 
E[h*CX,, ,,X,,] =< со; 
Gi) lim[nvar(U GG, Xna) ] — lime, Kb y Ek 
于 0 的 常数 ， 
(ш) 对 任 一 aZer ЖЕ М0, AE 
五 [ [h,., (X...) — 8.1% М, 
WV n[U.OG 一 及] 有 极限 分 布 (0,12. 
ШЕҢ 与 第 二 章 定 理 2.4 之 证 明 类 但. 可 证 vn U, Ans 
v X: 0-86, ІНЕН Z nV 有 相同 的 极限 分 布 . 再 由 本 节 定 
HB 2.2 立即 可 推 得 本 定理 结论 . 证 毕 . 
例 1 上 述 定理 可 用 于 一 样本 问题 : F(x 一 BP) 连续 ,关于 BB 对 
称 . 检验 假设 


Ну: 8 = 0, Ни B= B = m c >> 0. 


<< An^ 3 EL |Win], 
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ЖЕЛКЕ 相互 独立 同 分 布 ,分 布 函数 为 
F| ———] .例如 对 Wilcoxon 符号 秩 检验 统计 量 W+ 的 主要 部 
分 的 可 统计 量 
UGG, +" Bi PEE t X;. 
2 


i=] ej 


相应 的 参数 д.» E: Sam: q: o zd АС ° ) 及 其 投影 h, n. ЭГЕ: 
9, = Р.Х... + X. => 0}; 


Ü = АСХ,, Xu) = АХ, + Xu) == 1 
Ox һу, Ст) = ERGO, Xu) | X. = ж) 
= E({p + X,,5) = Paix + X, >> 0) 


= 1 — F -z= =) <1, 
可 知 定理 2.3 ROA GDA. X 
lim [var (U,CX, ,,--- X1] 
= limr yi。 = 22 limvar (А, (X,,)) 


c 


"zii 


d 


| 


= 4 limvar {1 — F| — X... — 


= 4 limvar | F| 一 Xin 一 


一 4 limvar | F| Xi. 


101 
12 3 ` 
ЖЕ ЛЕШ  Х— FC. НИ PE ДЕ, BW UI 
Vn {Us QU Xan) — РАХ, + X,. > 0}} 
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= A -vati F(X} = 4>- 


有 极限 分 布 N| 0, 言 ]. 

对 二 样本 问题 有 类 似 的 定理 ， 

定理 2.4 设 祥 本 XXX 相互 独立 问 分 布 , 分 布 函 数 
F, GOXESR:Y 7 相互 独立 同 分 布 , 分 布 函数 G, Cr ) PE RE. 
统计 车 UGG ЫР, ОИ ФК Ü t Y. E B (е, х) ds 
8, RS U SET EE, НАНЫН AX amott Xem Ynt ҮШ 

(D ELH X i, "X... Y i Yu |<соо; 

бі) lim N e yar[U (X X... iY," )] 


‚бот, Eom — 
nmiN T A/N ]- 7: 
其 中 N=m-Fn, m/N—A (Noo); 


(ii) ЕП|А, а ХА) — Onn |] M, 
ЕГА, з. СУ.) — 8,,|*] < M; 
其 中 MM 是 大 于 0 的 常数 ， 
йй «МЕХ Nm Узын, е, Yu 0л) 
ЖНЖ МОО, m. 


#12 将 定理 2.4 用 于 二 样本 问题 , ЖЖ Xs Xa n HE 
独立 同 分 布 „ЛАЯ 天 Cr) 连续 $ Yis амы YY 相互 独立 同 分 布 
分 布 函数 Ftx 一 和) 连续 . 检验 假设 


H, À = 0, H.,: ÀA = À = £ " М, = m; n. 
М; 


4 AE А, ЕРЕН ВВ HERI Wilcoxon 秩 和 统计 量 WS 
见 第 一 章 第 3 节 ), 有 
Мм, 25У, T Xm? “- PAGS, < Y, ul 


ісі рші 


的 极限 分 布 为 N| oraa: 


@ 3 ARE 的 例子 . 
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Етте Rossini Pha! ON алыр Айрес з эЛ 1021 15-ы F rr. Жал dee PENNE UU UR SS Ps sio aE. CAR cR шақа a cR ы! md as Са 


考 虚 一 样本 问题 ; 随机 变量 Xi ,.?*** Aa HEIRE 同 分 布 ; 分 布 
函数 为 F(z 一 介 ;函数 下 (z) 连 续 , 关 于 0 点 对 称 ,检验 假设 
Н, 9 = fys Н: 8 > 0, 
Pitman 推移 备 择 假 设 为 8- 4 一 4 十 一 二 (іс-1, 2,2 n— eo. 讨 


论 三 个 检验 统计 量 ， | 
检验 1 统计 量 


Т --------- 
я S ” 
当 Tt 时 ,否定 H, 7 ts 是 显著 水 平 为 & 的 临界 值 . 
检验 2 统计 量 


Wi = >> ус, + X, — 26,). 
Ісі іі 
当 W: 220+ (am 时 ,否定 H, "M am EREKTA e 的 临界 值 . 
жез Sibi 


B. 一 92722) m Ө). 


当 Bolan t) BEES Heb nos | РЖҰ o BUT 
值 . 用 Noether 定理 计算 渐 近 相对 效率 ARE. 可 先 计算 它们 各 目 
的 效力 因子 eH CT ,eff CW 7 ) ,eff CB,) ,得 

ест) = i, еН (ПУ +) = 2 /з| оочу, 


eff B.) = 2/40), 
其 中 = 为 分 布 Cz) 的 标准 差 ,f(z) 为 (zx) 的 密度 函数 . 
作为 例子 ,我 们 计算 eff ОУ). 首先 要 验证 Noether 定理 的 条 
БЕЗДЕ Ж. 不 妨 设 处 = 0. 假定 f(z) == 卫 P(x) 存在 .有 界 , 除 可 数 
点 外 连续 ,在 x 一 0 点 连续 . 此 时 , 令 


+ lyr L iS 15 
2 2 21 
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则 基于 WT {фе tT V. 的 检验 等 价 , 取 
mD = РХ, + Х,2> 0), 8,00) = 1, 


v3n 
H U 统计 量 的 性 质 知 ,在 假设 H: 0=0,=0 或 Р: 0 一 -大 
ESTE 
Vou 
^o 605 ^7 i = 0,1,2, 


有 极限 分 布 N (0,1), 妈 Noether E M АСА,» САЙЫ. 


mg) 一 于 与 0 XX BEDA CA DAD IE SEE XA 


+= 
PRO [ [1 — F(— x — 0)]dF(=z — 0) 


- Га — F(— y — 20/4Ғсу). 
由 于 С Ж, ШЕШН ЕНЕН ДИЛЕ FRA 
10) = ус y — 20)]4Е (у). 
M 0—0 В, ЕС) 0 点 对 称 , Fw) 二 了 了 (一式) 所 以 
= wo Л Р(у)ау. 
由 于 СЕ z=0 ES EL BUB RUTAS SE LEE CAO М.Х 


du. CÓ += 2 

ны ) - = | f 一 3 一 TE] гоа 
_ 7 
-2| Fod (n 9 оо), 

所 以 《As) 满 足 .而 关于 (As) 有 


+= 
; 2| Popdy 
, A СО? | +=е 
А-а n2 15 3 dy, 
тте 4 nai (0) 1/43 | ro > 


у + ŽE] fond» 
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从 而 Noether ЕНЕ ЫН Е, DSL u g 
eff(W+) =2 V3 MC 
H TWI.IB, BIBIT SUL A43 {ПЕЧ НАЖ ЖСП FS. 


аж AREON*,T) ARECB,T) 
Box 1 1/3 

Е x 3/n 2/ж 
Logistic x/9 я2/12 
іН 3/2 2 


类 羽 地 ,对 二 样本 问题 , 当 Fr) 有 界 , 除 可 数 点 外 连续 , 且 在 
L= 0 连续 时 ,可 算得 


eff(W) = ума — 万 | fads, 
elfCT) = IG l, 


其 中 0<4= lim 5«c1,W 为 Wilcoxon 秩 和 统计 量 ,T 为 二 样本 均 
ERE 上 统计 其 1 


r- X v 
бт — 1)5х + @ — 08410111 
m + — 2 Е 元 


RrhRX,Y,Sy, Sy 分 别 为 两 个 样本 的 样本 均值 和 桩 本 方差 . 从 而 可 
算得 它们 的 渐 近 相对 效率 (如 下 表 ). 


分 dg ARECGV,.T? 
均 与 1 

IE $ З/л 
Logistic a? ft 
хн 3/2 

H Ж 3 
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553 二 样本 位 置 问题 线性 秩 
统计 量 的 渐 近 相对 效率 


对 二 样本 位 置 问题 ; 设 样本 XI, X. 相互 独立 同 分 布 ,分 
Жан каз; Y i, Y, 相 王 独立 同 分 布 ,分 布 为 Fltr 一 2). 
检验 假设 Но: A=0, Hi: 4>0 可 以 有 许多 线性 秩 统计 基 适 于 作 
为 检验 统计 量 . 实际 上 我 们 可 以 定义 种 式 各 样 的 分 值 ,只 要 aO 
ата (2) ам), ПНА са) 

0, #= 1...7, 
1, іс- т + 1,з,ют + n(—= М), 
那么 线性 秩 统 计量 


c) = 


5 == Sa) T 
i=] 


E rH ЖЕЕ] Bz R = ©, (tO Qu Ren ,县 小 是 混合 样本 СХұ,--, XS 
Y, YOR EWR AE. 这 样 的 线性 秩 统 计量 震 可 用 来 检验 上 述 
二 样本 位 置 订 题 ,其 否定 域 的 形式 为 SSe. 临界 值 c< 由 3 E FB, 下 
的 分 布 和 最 著 水 平 a 确定 . ЙИШ a GO =i (i 一 1,…,N), 则 得 
Wilcoxon 秩 和 统计 量 


W = ENT 

Ha) 

1, ғ >. 1 

ама) = (5. 3. 15 
О, 7 = NI + 
z 
谢 得 线性 秩 统 计量 
M= 2ax(R,) 


一 (Yi pnn 9 中 比 混合 样本 中 位 数 大 的 个 数 j. 
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又 对 任 一 连续 分 布 画 数 Рс E XH 


arD = Fx p] (5. 3.2) 


或 
ap Ci) = Er (Fo (Un)), (5. 3. 3) 

其 中 FIGUR Fa 的 分 位 数 函 数 . Ua mo SU ROUES 
布 样本 的 次 序 统 计量 .ar ORA Е, УМА. ағ OPRY F. W 
HEME. 由 它们 构成 的 线性 秩 统 计量 均 可 用 于 上 述 二 样本 位 置 
问题 的 检验 . 

我 们 比较 这 些 线 竹 秩 统 计量 ,在 各 种 典型 总 体 下 , 求 它们 的 渐 
近 相 对 效率 . 为 了 能 应 用 本 章 第 1 节 求 源 近 相对 效率 的 基本 定理 
Noether 定理 ,党 研究 线性 秩 统 计量 在 H, 下 的 渐 近 性 质 . 许多 学 
者 讨论 过 这 个 问题 . Chernoff ffi Savage 首先 于 1958 年 在 文章 
(Asymptotic normality and efficiency of certain nonparametric 
test statistics, Ann. Math. Statist. Vol 29, 972~994) 中 证 明了 
c GRUB 0,1 时 的 线性 铁 统 计量 的 五 ; 下 前 渐 近 正 态 性 ,其 后 
Govindarajulu 等 和 Hájek 等 作 了 许多 改进 . 这 里 侣 述 一 个 适合 我 
们 讨论 的 线性 秩 统 计 的 结果 , 它 是 Chernoff 和 Savage 的 结果 的 
一 个 特殊 情况 ,其 证 明 读者 可 参阅 上 述 原始 文献 或 陈 希 颖 著 ¢ 数 理 
统计 引 论 》 

设 随 机 变量 X... X. 相互 独立 同 分 布 , 分 布 函 数 为 FG; 
BB БІЛСЕН У,,--,У, ННІ! Ж, НИЯ СС», F (mz), 
tr) 连 续 , 线 性 秩 统 计量 


5,- > an(RD)， 
im] 


其 中 М-жт-Ғп, (Qi, „К.Н ATi XS 
Ti У, 对 应 的 秩 问 量 , 分 值 


акб) = бұй 


£ . 
кі? av， r= 1,-,М, 
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ra pt тырыса ЫРЫ... +, m 


яң уа) E o GO dE o; Go 1n МОБИ НЫН, pu) 


ЖЕСІН CO 1) ЕЕЕ НЕ Ж. NEgi ооф, Аһ 


— À (ОСАД), Е.О) X FECI 2559 5) dB PRG. (х) Y В 
本 的 经 验 分 布 函数 , 则 漫 合 样本 的 经 验 分 布 函数 为 

Н,ба) = АЕ. (c 十 【1 一 AD 
容易 验证 有 


Sy= Уау = „У x 4 + ady 
нер i 


= nos] рН) аб, сад + nds. 
Chernoff 和 Savage 的 结果 指明 ; 统计 量 
Tu= | A p Hna) dG) 
取 正 则 化 常数 
EN 一 | sa, (z=))dG (z), (5. 3.4) 


22022 Ан — 
= тл һә | бое, аксак у) 
+ À 


“(| F (z,y)dG(zr)4G (y) | , (5. 3. 5) 


р 


其 中 
= {(х,у)| — оо ж < у оо), 

С (х,у) = GGO[1 — GGO M! GIG! GIG, 
FG, y) = FDU — БУУ ОН, COO CH, C). 
PODE DERAS, Er SEE dE. HE TEE А 90,8 

=>, fH 
| GO] < K[u(1—30] ^ $7, i—0,1,2,0 1, 
Nor Ж М, 
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这 里 4/0 (4) — (0,49 (0.9? GOA $G0T8 — Br. — Pr SER. MI 


Tx — Ps 有 渐 近 正 态 分 布 N(0,1). 


a 


更 特别 当 GC) = F Gc— À) ,而 No 时 ,a 一 An 一 -二 ,其 中 c>0 
п 

为 常数 ,对 这 一 常见 的 特殊 情况 ,在 Hájek 和 Sidak 的 著作 

(Theory of Rank Tests, Academic Press, 1967) 中 指明 ; # H, 


RH Fï 
| sasa, Pdu > 0, 


ТР Ет 
其 中 а= FOE) ' 


统计 量 Tw 的 渐 近 正 态 分 布 N00,1) 的 正则 北 浓 数 有 下 列 统一 的 
形式 


_ 1 
un (A) = $ + д, | Фифи, Рди, (5.3.6) 
LU 


fr СА) = Y 1 Ax [tco — $ fdu, (5, 3. 7) 
其 中 7 一 | жазға. 

把 Chernoff 和 Savage 的 正则 化 常数 ду, oL 与 Најек 和 
Sidák 的 正则 化 常数 pr,, 呈 , 进 行 比较 ,表达 式 的 形式 差异 很 大 ， 
但 在 给 定 的 条 件 下 ,可 用 后 者 替代 前 者 . 这 个 论证 大 致 可 按 下 述 步 
又 进行 .首先 注意 到 GCCz) 一 RCz 一 4), 目 4 一 4v 一 时 ,有 

мі тара 2 [| а s cos Godzdy 


ere Ww 


— 2 | хф (z)# Су)ахду 


Шеке уч] 


— NET G2! Су)йтау 


= [ғ dy Jet Goda — [fas (хуах | 
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_ 2500 | zagcz) _ [аав со) - [| zase) ] | 
_ ІНЕ - ШЫ ] 
= | tsco — ф|ат, 
КЕ 
Ра | SOL GY»4FG — Л) 


Toe 
е Г [$(F (x — A» 
+ Ам ЕС) — FG — ADP Fr — 200) JF (zr — A) 


~ | foodu + [ГЕСЕ 00 — A) — uM! (иуди 
Ü 0 


ic м] [~ АСЕ! G2) би 
FG -1(ыи)) 


= B А $60 Edu = не, (A). 
НИГ ur Аа Ау € 
进一步 要 证 明 当 5 


VN Саң -- Er, CAD) — 0, M N — со, 
这 样 根据 Slutsky 定理 即 知 Т, 的 正则 化 常数 可 取 mr, CAD, 
т, CA. В ЕСО) ЕС 4), Н Neo 时 ,一 一 -于 


的 情形 下 ,统计 量 Sw 的 渐 近 正 态 分 布 的 正则 化 常数 ,在 五 。 太 五 ， 
下 ,有 绕 一 的 形 却 ， 


Am 
Hs (A) = паь + 271107 


=e gas, Рди, (5.3.8) 


mnb 


s CA) = еса — Раи. (5.3.9) 


Жа, СЛ) REI FORE А ma Hs, 22 和 4 的 线性 函数 ,容易 
验证 本 章 第 1 节 Noether 定理 和 的 条 件 CA1) 一 CA,) 均 能 满足 ; 故 当 
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. Tip 


| $C yas = 0 
т) 


时 ,有 效力 因子 
. ps, COO | $0 yas 
elf (Sk) = lim м АА) —— — T 
Уез, (0) | Ге(и) 一 ФҮди 
(5. 3.10) 


Мі нон 48 IR SEC 


H =r 1/4, u < 1/4. 
# (w) = 50, 1⁄4 xw 3/4, 


产生 线性 秩 统 计量 
Sr = S as (R), 
г==] 
其 中 
as Gy N Df xri] 
;一 一 二， QN, 
-] & NE Iq <a D, 
ЕНСЕ QV ON ED. 
4 4 
则 
з= | $;GODdu—0, 
Tv 1 ° 1 
| ceo 一 到 dx 一 | аи ac 
1 
| ge GO Gas Раа 
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coo ARCU ADR RR ARRIERE цин D D Rn Re Je nb nni i GOMERA а qc iM ыт! me co S Umm 0t t n 


Де ш Lit ite 


=- OO [Fc) 1] f car, 
E 4 ғұн 4 


其 中 名 ИЛЕН F C8 p ЛЫ B FEO = р. БАЕ F (>) 
КЕНЕ Ох» ТЕРС BS; 2; AS o, B 
lim f (x) = 0, lim f (z) = Ü, 


则 上 式 经 分 部 积分 后 ,得 
| (Жи, ды - NACL + NIS 
由 此 有 效力 因子 
effGS,) = VIAL X3 PEKO + ЖАЗ; | 


如 果 有 | Жа ,dz 一 0,( 这 是 对 分 布 函 数 FCr) 的 要 求 ,例如 


对 正 态 分 布 pa, Р: Go) JU [F^ Godus o, REO RR FG) 
的 期 望 为 0. ) 则 效力 因子 
| $GOfG Раи 


AJ Сас ае 


= AGOS sa, Ра 


е5) — „(АС AÀ 


| sasa „Jdu 


[ire d | 660 — $T 
一 /MG 一 六 | са ya ULTI , 
0 v/ vard$(U ) • таг ГУ, 


其 中 随机 变量 U Ж (0,1035 53228. 从 上 式 可 以 看 出 , 当 


ку = dtu — — J' (F (u>) 
$ODO = plu, f) “Уа. 
时 ,对 应 的 线性 秩 统 计量 的 渐 近 效力 最 大 .新近 效力 值 达 到 
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JAG 一 D| Pu fdu , 


E+. 
» РГР Ы СОРЫ 
E сиди = | [FE ды 
Tm PF) E def 
=| DS ] fdt = KF) (5.3.1D 
Жыла F (z)ÉË Fisher {= А Br. 
下 面 给 出 一 些 线 性 秩 统 计量 的 渐 近 相对 效率 . 这 些 统计 量 为 
w = XR. 


对 应 的 aG)=;=(N+18| 


уз splu) =u. 


NS = Sans (Ё;), 
т= 1 f 


其 中 aus 7| wu «ФООЖЕЯ NC0,1) 分 布 的 分 布 函数 ， 
对 应 的 $60 =Ф Go. 


L= а.в), 


RE aO NHD рт). 


“一 于， Щщ и < B. 
1 3 
Си) = Ü, Zi Фи ор, 
3 3 
# i 当 # 之 本 时 


H 一 Sas) , 
i=] 


ЯФ а= тт). 
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1 1 
—4^ < B, 
Áu CG) = -5 yigim, 
1 3 
"E Mul 
M= Daul R), 
+% _ — 
K ан Gm А т, 
0, M usc. 
fuu) == 
1, щи > + tf. 


RS = Slas (R) + 
i=l 


其 中 ass D +0 x 


E Mus ln, 
2 
Was (2) = 
0, Щи D> y Bf. 


利用 公式 


(КОШО. 
д) —2 


effGS) = AQ А) —— ———— 
| tsco — $ ғи 


65,217 
АКЕ(5,,5,) = Еселі 


可 以 算得 下 表 . 
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12 Жатық B sabria aibkan Ж. лы cur Rte тлі ZR ы uo mme 


^ di АКЕСМ5МР) AREC, W) AREH, WO ARE(M, WO АВЕС, 
Е X 1. 047 б. 927 0. 870 0. 667 0, 800 
Logistic 0. 955 0. 781 0. 945 9. 750 0,800 
XN О. 847 0. 500 1. 125 1. 333 б. 800 
Cauchy 0, 708 б. 284 1.339 1,333 0, 800 
ж Ж -- 2. 000 9, 500 0. 333 1. 800 


从 表 中 的 数字 可 以 看 出 : NS 是 正 态 分 位 数 分 值 统计 量 ,对 正 
态 分 布 有 较 高 的 效力 . 统计 量 L 强调 极端 值 ,对 轻 尾 分 布 有 较 高 
的 效力 . 统计 量 H 抑 低 极端 值 ,对 重 尾 分 布 有 较 高 的 效力 . 统计 量 
M 使 用 中 位 数 分 值 , 对 重 尾 分 布 有 较 高 的 效力 . ЕНЕ RS 强调 值 
小 的 秩 , 对 右 斜 分 布 有 较 高 的 效力 . 而 统计 量 W 对 Logistic 分 布 
最 有 效 , 对 其 他 对 称 分 布 也 有 不 错 的 效力 . 对 不 同 的 总 体 分 布 , 选 
用 和 运 肝 的 统计 量 可 增加 检验 的 功效 . 有 人 建议 采用 下 述 适 应 性 检 
验 . 根据 样本 首先 计算 


Q, = tU, 05 M, 50 Q U, os us І, 05 


М, x. La. 95 ' t Ü, 50 7 Lo. so 
其 中 UU, 为 将 样本 按 值 的 大 小 顾 序 排列 ,从 高 端 取 全 样本 量 的 比 
BIS Р 的 一 部 分 的 平均 值 . М, 为 其 中 段 取 全 样本 量 的 比例 为 p 
的 一 部 分 的 平均 值 . L, 为 从 低 端 取 金 样本 量 的 比例 为 p 的 一 部 分 
的 平均 慎 . 从 Q, 看 总 体 分 布 倾 斜 的 程度 ,从 Q, 看 分 布 轻重 尾 的 情 
DL ,根据 它们 的 值 选用 检验 统计 量 : 

3 69,227 BF, МЕ; 

33 Q,>2,Q,=<<7 时 ,用 RS 统计 量 ; 

当 QE AQT 时 ,用 Ww ЯНЕ; 

33 Qx2,1«Q «2 时 ,用 工 统 计量 


95.4 二 样本 尺度 问题 线性 秩 
统计 量 的 新 近 相 对 效率 


二 样本 尺度 问题 : Ж 了 (连续 ,样本 X... X, ЖН ШУ 
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同 分 布 , 分 布 函 数 为 FOGr—) P4 к" »f^ TB B fh sr. |А] 53-48 , 2r f ER 
数 为 F| =$), N=m+n REBR 

H, 7=1, Ну; ? > 1. 
如 果 记 #9==e*; 则 检验 假设 

Н,. А = 0, Ho A> 
可 用 线性 秩 统 计量 

Sn = as (RO, 

其 中 R= (Qi Q. R. R ) 仍 是 混合 样本 CX， Xn Yas 
SOY ЖЕН SE. E H, FR TE 

S = (Oy 的 全 部 排列 } 
上 均匀 分布. 从 直 现 上 看 只 要 当 <TH i as (让 非 升 ; 当 i2 
~ 时 ,avG) 非 降 ,那么 对 应 的 统计 量 Sw, 当 取 大 的 值 时 有 利于 
Н.М ЖӘЕ 五. 例如 可 取 下 列 线 性 秩 统计 量 


Su = 之 au 人 RD)， 


11: 
“—-у}. 


Sag 一 D> dap ‹К,), 
i=l 


其 中 auli) = + кн! $00— 


其 中 ам m QUA Nul (Фи) = 


«x 
2| 


Sx = > ak CR) * 


RP aCO m [9| рт) | $6027 60 eoo 39088 iF ЯН 
B 
55 tr ELEC DL. Hájek 等 在 其 著作 中 指明 , 当 Моо, o 
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X0, HE A= A= JN 为 常数 时 ,在 五。 五 ; 下 ,此 类 线性 


秩 统计 量 渐 近 正 态 分 布 NC(0,1) 的 正则 化 常数 ,有 统一 的 形式 


us, (A) = n En + P Bhool Pdu, (5.4.1) 
ss, CA = mnby 41 Ги) 一 $ рак, (5. 4. 2) 
kso cil i He RR 
oq gary P LF 600] 
фес Cur Б = 1 Е (и) ПЕ (а) ] А 
当 
[асас Pdu > 0 
时 ,有 
[вас du 
eff(S4) = V AO А) 一 . (5.4.3) 


J | [sco — ди 


5 AE ЯД Н] М Т. 25 p а setus duo 时 a pku) = ФсСи» 


Р. Шен о КІВ. $G0 = dsc а ОН ЖНЖ F OGOR 
二 样本 尺度 问题 的 最 优 分 值 函 数 . 


用 上 述 公式 可 计算 得 下 表 
分 du ARE(AB,M) AREK, M? 
E Ж 0. 800 1. 316 
Logistic 0. 837 1. 116 
LEE 0. 864 1. 052 
Cauchy 1.057 0, 598 
ін Ж 0. 806 一 
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55.5 一 样本 位 置 问题 线性 符号 秩 
统计 量 的 渐 近 相对 效率 


一 样本 位 置 疝 题 : 样本 X... X. 相互 独立 同 分 布 ,分布 为 
FG —80) , TR ER РОТЕ 0 点 对 称 , 有 密度 函数 .At LEER S 
É 
H,: 0 = 0, H. 8 > 0. 
检验 此 问题 可 以 用 线性 符号 秩 统 计量 (参见 第 三 章 第 5 节 ) 
Si = S wa, (R 5, 


其 中 R' = (RÝ 4744 QR. ВЖ (X, 47: ‚Х,)›5] ЮУ АЕ, 
ta. G) SABE V. АХ, 的 符号 统计 量 , 即 

go 10. SAS, 

o dn хта, 
我 们 可 以 看 到 当 Osca, CI a D ,а, (п) 270 时 , 则 统计 量 5+ 
取 大 的 值 有 利于 Н.Е Hu 例如 有 下 列 线性 符 寻 秩 统 计量 均 可 
以 用 于 检验 一 样本 位 置 问题 . 我 们 仍 假 定 
a, = 5,$* P T 1 ; 

这 里 内 《") 是 非 负 非 降 平方 可 积分 值 函 数 ,不 依赖 于 n. 


+ = SUR ; 
Kx] 


РА = 1 |... |M. 


ЖЕ a C) md и) ia ОФ | c]. 
В = Уми, 
这 里 а,()==1, $* 01. Е 
н+= Уан (К), 
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и, оси, 


这 里 dy Gu) = 1 
l Mul 时 ， 


, шіт ін, 


agG) = (а + Dé: ы i 


2 
|= ntl ш,-тжім 
2 "7 l 


L'— > Va? 
Fx] 


这 里 
0, TESI 
#1 и) = | | 
у» M и> 5 В], 
; 0, w ela, 
42. + _ 
a) = @ + D | рү) = (El, wo lp 


М8+ = Poss (R? >», 
这 里 Е 
#60) = E + i , 
Q Cu) EREE УН PS SX BJ c PR Ж. 
КЕМЕК 


在 nn 一 co, 求 它们 的 渐 近 相对 效率 . ҢА ERI EPIS DI , EET 
BH 9=0 H H: b= 7 (250 国定 常数 ) 下 ,统计 量 8; 新近 
正 态 N(0,1) 分 布 的 正则 化 常数 可 以 有 形式 : 

pst 0) = та, | қау Cu dw, (5.5.1) 
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rr 


nb? (1 - 
gl (8 = ed EM (м) Pdu, (5.5.2) 


其 中 a => Dyal), 


它们 是 的 线性 函数 ,由 本 章 第 1 节 Noether 定理 可 得 效力 因子 
[v uD t Си, уйи 


Aj [= (и) l'du | 
根据 上 式 , 可 以 算得 


Tee 
eff(W+) = үз) Рас; 


ей(51) = (5.5.3) 


eff cB) = 2700); 
eff H+) = 4 VE [7 Poe, 
其 中 总 为 总 体 分 布 Fix} 的 记分 位 数 ， 
eff(L+) = 96 uu - NAE |, 


POT 
FUR СУУМ 


ef(CNS*) 一 一 f oiu) 
ü 


біл 作为 例子 计算 effCH*). 
R FORE 六 rz) 关于 0 点 对 称 ， 


ы» xus lg, 
+ 2 
Ф Gu) = 1 1 
PE Mule vy М, 


138 


` OTOA ағыс ле -ғайынысақымн ді Ла. ті. iq PR nom mw ын. a l у.с rT а ат гл а M Lo 


(өз (и) [du = t 
[яз G036* (и, yas 
1/2 - ro > + и | " 
Up 
-| 1 ^+ те | du 
^ Дк 2 12“ | 


t, 4 1 
一 一 | / рғал-11РаОш-- І P Gd: 
344 


1⁄2 


E 


=— 2_ fQqUzFG) 一 1] Te + 4| Рэд — ELORN 


без 


—— КЕ) АР РС + РЕА). 


12 


(в (иф (u, ди 一 [Pod = i^ (Әй. 
o m 0 


所 以 
ë 
effC+) — 4 /6 | aya. 
Ñ 
Eni £ i Bs RHR AHE BA НАН F 

d. 

Ой 布  AREG.W^) ARECH+,W+) ARECLT,W+) AREUNS* W^) 
E d 0. 667 ©. 870 0. 927 1. 047 
Logistic 0. 750 0. 945 0. 781 0. 995 
X ТЕ 1. 333 1.125 0. 500 Q. 847 
Cauchy 1. 333 1. 339 0. 264 О. ТОВ 
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з № 

L 对 假设 检验 问题 再 , 和 备 择 假设 H, 有 三 个 检验 统计 量 5， 
并 和 了 ,说明 

1 

АКЕ(5,У) = ARECGS,T) - ARECT',V ) = ARE(V,S) 

2. KE CS, ELT, EX 3 H, 和 备 择 假 设 H, 的 两 列 检 
验 统计 量 ,假设 存在 正则 化 系数 { 人 (6)} 和 fc (9) S RL Noether 定 
理 的 条 件 (As) СА, НЗ O ра ge яу AE HE CAD CAL. 
X 


Wc 对 0 一致 收 全 

说 明基 于 S. 和 基于 T. 的 检验 有 相同 的 效力 . 

3. 证 明 第 2 ЧУ ЕНЕ 2.4. 

4. 验证 第 2 节 关 于 AREQV^ , T), AREG, TOS. 

5. 具体 计算 二 样本 问题 的 eff WI eft CT»). 

6. 利用 定理 2. 4 验证 Wilcoxon 秩 和 统计 量 在 H, TOÀ КЕ 
正 态 分 布 ， 

7. ЖЕЖ РС, ) 分 别 是 下 列 分 布 : 

(a) O DEHAN; 

(5) (0,со) ERRA M РС) ег", ц x0. 
找 出 对 应 的 К, 期望 值 分 值 af G3 F, 分 位 数 分 值 er (2). 

8. 验证 第 3 节 中 关于 ARECL,WO,AREGNS,WO,ARECGH, 
W),ARECM,W) ,ARECRS,W) 的 表 , 

9. 对 第 4 节 中 的 统计 量 95w ,说 明 当 总 体 分 布 严 (z) 的 中 位 数 
为 0 时 ， 


+> 
elf (S4) = 720A — 万 | [Feo - + аР садаа, 


10. 验证 第 5 节 关 于 ARECG.*,W'O,ARE(ONVS* ,+) 的 表 ， 
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六 章 “” 由 经 验 分 布 产生 的 非 参 数 估计 


总 体 分 布 的 分 位 数 和 分 位 数 的 函数 的 估计 是 非 参 数 佑 计 的 基 
本 内 容 . 这 类 合计 一 般 不 假定 总 性 分 布 的 具体 形式 , 估计 涉及 的 基 
本 统计 量 是 样本 的 次 序 统计 量 和 经 验 分 布 . 


$6.1 次 序 统计 量 的 分 布 


设 随 机 变量 X... X 相 半 独立 同 分 布 , 是 来 自 一 个 连续 分 
布 总 栖 F(x) 的 样本 ,总 体 密 上 度 沙 数 记 为 FG. 令 和 oo 是 这 一 样本 
观测 从 小 到 大 排列 的 第 i 个 最 小 者 ,有 Xem SX Is. Xa, 
Xem 称 为 样本 Xu X, 的 次 序 统计 量 . 与 样本 不 同 ,它们 相互 间 
省 不 独立 也 不 同 分 布 . 

定理 1.1 B Xost X. EER S DK F GO COE BE РАЙ 
为 РО) PECORI F Ait, MEX a ХҚЕС 9 БЕ РИ A 


ЕС Ға» Xo) 


КИИ 34 — oo «ama, Xo < x, < со 时 ， 


0, Я. 
(5. 1. 13 
WEBB 由 于 总 体 分 布 连续 ,不 妨 认 为 样本 XS X, 的 取 值 
空间 为 
{Cr 一 оо < т< оо,2; зе жу,і = 1," m). 
将 这 一 空间 分 割 成 n! X REM BOSDSET OG tnm BT ҢЕЛ G, ç 
eesi) EGG rm GERE BR ER 
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im | Rm m ананан t 


[Gn] — co =< T ML cox Ti « ool. 
在 此 块 上 令 T — yy T UE — Etap) 则 变换 的 Jacobian £190 X 
1, 密度 Ғад" f (z, ) 25 360 а ЖЕНЕ. 38 Сказ) fiu. 
故 当 жазло, CL ХА ЕНІ 


gruss Eea) = > faf Gi) = л} П>, 
TETRI. i=] 


其 他 情形 为 0 是 显然 的 .证 毕 . 

例 1 ЖАЛЫ ЖО, ЫЛА ІНЕ Ха, 
"oy 的 联合 密度 函数 为 
nl, X4 — co < ru < = < z; «ooh 
0, 其 他 . 

若 总 体 分 布 为 指数 分 布 ,密度 Ос) е", Ооо, ЩЕ AE 
次 序 统 计量 前 联合 密度 函数 为 


gu Е р 


EEs улоу) = | 


ү exp| 一 > zr. ШЕ E дес луы о оов, 
= i=l | 


0, Нв. 
定理 4.2 Хис „ДД ЖЛ a F (z) (SE BF PR 
Жї f (z))BJ FPE K W P S КЖ. WI] 25s жау алар Ы» (X. X) Сіз 
< ушл) ДІЛ ВЕ р 7 


ЁС) гор) = ———— — — 
G — DIG — i— Dia — D! 


(FOX GO (FG) — Flen 
"1 — FG)" Ұста (Ох). | (5.1.2) 
证 明 由 定理 1.1 之 联合 帘 度 函数 对 变量 Cro,，,-… вос), 
(Tors 23-10) TD Же») ) 积 分 即 得 «Хо Хе? 的 联合 密 
HER. 当 Lina ryf, 
Бубало») пі fGuf Gu) 
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x : |” fio fei dzar dao 


тыз ср) 
xÍ ... fiae) fro vdrerv dre nn 


a) Fry 


=> тү 
x| | Tizon te f (mao dz a y Стр 
Tn ^n 


而 积分 
2 22 етене 
n zi Ахаз ro dro edun = E SR ' 


теру +} 
| | Fitu) Л Сеж;—у2@жь›"@жүу-1) 
Tn T 


— FG) -- Ехо) 
(j — i — 101 ° 


[Г I ra FIM das 
QU — Еа)” 
(m— j) ` 
整理 即 得 定理 结论 . ШЕКЕ. 
定理 1.3 B Kose SSX o ЕЕ ЕЖ F (z) GE BEIS 
数 tx)) 的 样本 次 序 统计 量 , 则 Xo (Lt =n) B — E32 ЕЕ HE pia 
数 为 


gira) тиз; по? FEOO-—FGoI"7 f Go. 


一 oo «xq < co. (6.1.30 

ШЕҢ ”与 定理 1.2 类 似 . 

例 2 XX, 独立 同 分 布 , 来 自 连续 分 布 总 体 下 (x) 时 ， 
FOX, F (X,) HE ЕЖЕН C0, 113 5) Sp dp WJ Fe: ЖЫП 
F(X) =, F (X. Æ EXxRE 5] 5} 1р WEZ B IX PF Së VF Pt. 故 
CEK FOL, (1674 л) B5 — 3 EX dn Ж ғы 
Dirichlet 5р1, 88 BF p 89 y 
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__ п | рр оу 
вабо TIT G Di си! G- Di Gj“ Со ш) (1—20) 


|. Гә- __ 1—1 — j—i—1 __ n—j 
—rOFG-—D2rLo-jT10* (v—u) (1—7)"7, 
当 0c uoc] BJ. 


56.2 分 位 数 的 估计 


对 一 个 总 栖 分 布 F(z) ,其 记分 位 数 是 满足 下 述 条 件 的 一 
个 数 : РСЕ >р, ЕСЕ, 0р (0 之 p 之 1) 估计 乌 的 问题 是 常见 
的 估计 问题 对 参数 分 布 族 而 言 , 分 位 数 常 可 通过 参数 表 出 , 因 
而 估计 参数 后 ,可 获得 相应 的 p 分 位 数 的 佑 计 , 但 在 对 总 体 分 布 
形式 无 先 验 知识 的 情况 下 ,用 样本 次 序 统 计量 可 构成 pp 分 位 数 的 
非 参 数 估计 ,有 即 用 样本 的 p 分 位 数 作 为 总 体 分 布 欧 p 分 位 数 的 佑 
i. 

542.1 设 随机 变量 X,,. XL 相互 独立 同 分 布 ,是 来 自 总 
ЖЄ]: H X, X, 构成 的 经 验 分 布 函 数 记 为 ,Cx), 则 

F.'(p)-—iniix, F.Cz) Z= p) (6.2.1) 
称 为 样本 的 P 分 位 数 ， 

用 样本 的 分 位 数 估 计 总 体 分 布 的 记分 位 数 有 下 列强 相合 
РАЈЕ Б ЕЕ. 

定理 2.1 XE Op, 6, EW E F(z)2Zp,1—F(z—0) Z 
1 一 p 的 总 体 ЕС р. 如 果 ©, EEK , deri Bi 

È, = FL) 
Ж ë, 的 强 相 合 估计 . 
证 明 令 e>>0, 由 于 名 是 总 体 Flz) 的 唯一 的 分 位 数 , 有 
F(£, — e) < p < Е(Е, + є), 
而 由 经 验 分 布 函 数 的 性 质 , 知 对 给 定 的 名 一 8 和 十 8, FL CE, — е) 
和 F,C,-- ӨЗА 1 Hur ESI ЕСЕ, — 8 F CE, + e), ЕШ 
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поо, 

P(F,(£, — є) = p < F, (Ë, + Е), 3—0) m > n) — 1. 
从 而 由 F(z) 的 单调 性 ,得 当 оов, 

Pif, — e < n) < Š, t e, XE— 9] m > n) l, 
AP Z, Gn GREG BL Эу m 时 的 样本 分 位 数 .这 也 就 是 
P supl Cn) — ё,| <e ж 1], пж оо, 

ШЕ. 

定理 2.2 ХосрсЫ ЖЕТ F C) BJ ЛЕ РАК f(x) 
E €, 的 一 个 邻 域 内 大 于 0, ВЛЕ ё, 点 连续 , 则 样本 分 位 数 é, mA 
ЖЕЕ МСЕ, р(1— рә) E). 

证 明 对 任 给 的 1, 记 


G.G) = P 2,00 一 人 <, ， (6. 2. 2) 


其 中 D= Ире ру, 6 
G, = P(n) < ё, + tn ір) 
= P(p x F,(£, + tn 3D)). (6. 2. 3) 
Wü FH £e Ue 2] ИУ КЕЛК. ЖП aF, (É, + m2 DO BRA & ЖБ 
Gi FG, ttn 5 D BS ZA. 记 AL m FC, tn 2 DO) ,Z,CA)28 
参数 (rn,4) 的 二 项 分 布 随 机 变量 ,由 Berry -Esseen 中 心 极限 定理 ， 


存在 不 依赖 的 常数 4, 使 


Z.(A) — nÀ 
PAG дуў < z|- $G) | 


sup 
ge кчт 


< Ап ZE |W |° = an 1 25 + 2 


АП А) 4 NH oO, 
T—A 
中 W=— T 为 参 两 点 分 布 随机 
其 САП САУ T XX A 00,1) 随机 变量 ， 


同时 ,有 
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2.024.) 一 n, ~ nV (A, -- Р) | 
[nA,Q — AO 77 [A.G — АСТ 
(6. 2. 4) 


G.G = P| 


P Cun Au 9/LA,GO— AO ]"* , Jl] 
I$) —G, C0 | 
= |P ФСС.) 016,009) ABC) 
s«10—G,G»—9C€—-C |o 166) – (1—Ф(—С,)) |. 
由 于 FGOdE Š, 8, nw 一 oo 时 ,有 
(1 一 AO! + А, 


А,(1- А.) — РС1 一 Р), "за Ар 


由 前 述 Berry-Esseen БАУ Е EID EA: 
11 — G,Q)) — G(— Cad + 0, т- оо, 


— 0. 


XA Сх) ж ё, 连续， 
e РСА p) n" LFGG, + m 7D) ] — FG) 
" [M0 — A,) JU LAO — A] 
tD 


“ра-ығУ4У-е rtu» 


VÀ E «34 * 一 co 时 ,有 
|Фа)- (1 P C001 = |6G) — $(0,5| — 0, 
从 而 有 定理 之 结论 . 证 毕 . 
Мі шая АО, ЕЕ. 
F(z)= x, Q= ==], f(x)—1. 95:21, 


Баз ЕЖЕН SG E. КЕРЕК АН ШЕК ААЖ 
N| 去 ,起 } - 而 当 总 体 分 布 为 
=, A4 0 = r= 
F (z) = 


TEAR 
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1, 24 оа В, 
COLE 1 3 


6 一 去. 但 密度 通 数 在 此 点 不 连续 ,不 满足 定理 条 件 . 然而 从 定理 
的 证 明 可 以 看 出 对 于 <o ЯП >o, C AH Blas 


[251—520] D Eo fa Le 0 — 20 ] ерус, 二 0， 
КӨЛІНЕН SES 


P [n^ &,— 214). 


当 ft<<0 时 ,使 用 N| 0.2) ,而 当 t>0 时 ,使 用 N| 0.45). 


86.3 分 位 数 的 区 间 估 计 


设 随 机 变量 Xp X, 相互 独立 同 分 布 ,是 来 H X S 
FOWE, Xu sS: SX. ВЕЖБИТЕ, 
U = F(X), V = ЕХ), £ < 1 
的 二 维 联合 分 布 为 Dirichlet 分 布 ,密度 函数 为 


ra 一 KETID. 
? OTO- On 


当 0«luccvc]l В. 


wu) 


现在 考虑 不 等 式 
FO(Xa) < p < ЕХ), 
由 于 F(x) 连续 单调 ,上 述 不 等 式 等 价 于 
Ху, < £, < Хо» * 


因而 有 PIX ө», < 6, =< Хо} == КЕСЕЛІ 


Рр P рр 
= | | f Gu .v)dvdu 一 | | FG ,v)dvdz 
üdu Q ы 
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= [алдо 一 ЖЕСЕ 


ж Ез Аз ШИРА ЖАЛ ЖН Ga 5 v—1—20 75) PRI (u ste 
二 和} 变换 ,得 到 


Г ? - 
PIX < £, < Xini = more y SU — s» kds 
Tin -+ 1) 


Р 
— аа —1 EN ni 
ГГ 一 -十 5): (1 — юй. 


(6. 3. 1) 
а ЖТА CX u, X RER £, ARS 2 Fa) 
无 关 , 其 置信 水 平 为 两 个 不 完全 贝塔 函数 之 差 
在 实际 工作 中 ,通常 给 定 置信 水 平 1 一 a, 我 们 选择 置信 下 限 
Xu TE 


PiE < Хь} = Рр FO). (6.3.2) 
选择 置 入 ER Хо TE 
PIE > Xo) = Р(р 2 ЕСХЫ) < 5. (6.3.3) 
БА се П 
Га 1) — ? в EN қ-а __ a 
Dra ppp 0-0 4 21—73.0.3.0 
TE ч 
Гоа + 1) J'EN a 
TO) — ¿+ pi” "a= ә)" des (6.3.5) 
xT B fus Ta DC RE [LX o, оо (— 05, Хо, ] £ sü ГД 
T: + 1; P u _ 
Оа Du а-а dz 221 — e, (6. 3.6) 


o Tat 人 et a 
FOPoe-i4 D, QT 0° 989 (6.3.7) 


在 大 样本 的 情形 , 则 可 利 由 样本 р 分 位 数 $, 的 渐 近 正 态 性 ,构成 
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tt ТТТ Gal mE Ца al e. + PES 


k " 
Er fei EX [8]. ИИ Nod 
V n GFX) — Ë) 
V Rn — Ё) 
有 P IE, x Хо = P p < FOL GU 
_ | Уп GF) — Ë) — V n Gp = 
v Rn 一 Ë) V k(n — Ё) 


? 渐 近 正 态 N(0,1) Ж. 


мы pl- Үл (np — Ë) 
Vk — E) | 
从 而 上 应 满足 


_ V n Gp — Ë) =< 

VE — Ë) 
其 中 为 由 置信 水 平 1 一 “ 确定 的 标准 正 态 分 布 的 分 位 数 . 满足 上 

SR e k BER Bp. 
类 似 地 
Рё, Z Хо} = Pip > FOX a2) 
-可 Vn GFOG) — D — Vn Gp расы 
Мс S VIa — D 


жүр n Gp -2 
Ла- | 


(6. 3. 8) 


从 而 {КУЙЫЛА 
V n (np — 1) c 
xvin — D 
满足 上 式 的 最 小 整数 г 即 为 所 求 . 通常 有 
£ = n — £ + 1. 
对 于 中 位 数 Ж LIT) 有 一 个 计算 简单 的 近似 公式 ， 
== ЕС -БІ--н ynt 0.5 — 0.2507) |, 


£ = n — Ë + 1. (6. 3.10) 
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(6. 3. 9) 


ннз A a RN Races ee аы; г AUNT MR REPRE .tap d acl ADR Re CLL. tam eR nort жы! 


上 式 中 [， Бел. 

Мі 对 34 只 晶体 管 做 寿命 试验 ,寿命 的 记录 如 下 (单位 ; 
Жо 
寿 长 | 3 4 5 6 7 8 9 10 ll 
频数 |】 1 1 1 2 1 2 3 2 3 


ЖЕ 13 17 19 25 29 33 42 2252 
频数 5 2 2 1 1 1 2 4 


晶体 管 寿 命 分 布 的 中 位 数 的 o. o5 МЕКЕ Sr CS] fk +F 
AX O, ;十 50), 由 近似 公式 


loc-i1-» yn + 0.5 — 0. 25u") 


= [34 + 1— (1.645) /34 T 0.5 — 0. 281. 618] 


= 12.72, 


М Е--12, X. = Хаз = 1008). ЗУ ЖЕН 0.95 置信 水 平 
HAREA KEAC, +). 
Ж P XX MJ EAE : 


9 1а үп + 0.5 — 0. 25и?) 


一 > [34 + 1 — (1.960) /34 F 0.5 — 0.2560. 960971 


= 11.82, 


EE А11, 7 一 2 一 上 十 1 一 24, 中 位 数 的 0.95 置信 水 平 的 双 侧 置信 
KE ALX i5 Хо = [9,19]. 


$6.4 随机 变量 的 容忍 区 间 
答 罚 区 间 与 舞 信 区 间 是 两 个 十 分 相似 的 概念 . 


ЖУ 4. 1 设 随机 变量 Ap (X. 相互 独立 局 分 布 , 是 来 Hr 
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dg ERPE, T OX o X0 TSOG 是 两 个 统计 量 . 对 
任 一 ( X.) T Т». ЖЕ 
PIFC Xaa XD) — F(T, (X, X.) Z 0) Z Y, 
(6.4.10 
其 中 O1, 0««1,. PRIX IBIUTS , T, АЛА X BJ УЖ ЖЖ 
Р 32, X< [н]. T, КЕЙ К.Т, REBER. 
Еж S tb, E ju 
РР < X < T,] > В) I, (6. 4.2) 
JURE PULS АРЕН ГТ, T, WE Y ЖОР EGIT BTK X XU 888 
分 . 
由 样本 次 序 统 计量 可 构成 分 布 任意 的 非 参 数 容忍 区 问 ， 
ж Хо «Хожо S Sp AR F(x) 的 样本 次 序 统 计 
E M tk rt ЫЛЕ EBI TK FEB X o X usua, 的 概率 
U,, = FO) — F (N S) (6. 4. 35 
是 一 个 随机 变量 ， ағы,» FOX a 44,0) 8] КТА 9 
Ẹ Dirichlet Б, ЗЕ РАЯН Ы 


_ Гіл + 10 
fv) TET GP (n 07 А, un E; + 1) 


uh (o — шуб 1(1 — фу hh, 
H 此 可 算出 U,, 一 FXG i) —F (Kap) 的 分 布 为 HI 塔 分 布 
BG; n—h-d D. E 5n БЕЛЭ ЛЕЙ FOR. 对 给 定 的 B, 概 
ж 
P(U, 2 8) = У 
可 由 BG¿¿,xn— £4; t ORAH RAS 5, 有 关 , 是 一 个 不 完全 贝塔 积 
分 


! Гл + 1) _ 
P — — k,—1 _ я-А,ғ1 
def 
=== BaC(R;,n — ё, + 1). (6. 4. 4) 


RIDERY ЖЕТЕК ЛЕТ 0 [8], Вр k =, А, БА, n— £41 
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Wb n— 244-1. SK Y ЖОП 8 ЖЫК НЫ, ЖАН 
不 完全 贝塔 积分 Ba 2k 4-1, 240 SY, k ЕНІНЕН ІШІ 
Ха» Xo» НЕМАМЕ FOGOBIE SII. 

当然 对 给 定 的 0< 8<1.,0<7<1, 34 n 较 小 时 ,所 求 的 容忍 区 
向 不 一 定 存 在 ,但 由 贝塔 分 布 的 性 质 知 道 , 当 固定 而 充分 大 
时 ,Bs(tn 一 2& 十 1,2k) 可 任意 接近 1. 轨 而 加 大 样本 量 则 可 获得 要 
Ж 0 |Ы. 

例如 当 我 们 给 定 8—0. 99,7 —0. 95 时 ,需要 nn 二 473, 才 能 使 
[Ха X c Ii у Y zk RF ОЖ н ЖЇН]. | 

КР EX [8] flr НЕШЕ ЖЕ Z < la]. 


56.5 分 布 函 数 的 置信 区 间 


当 对 总 体 分 布 类 型 一 无 所 知 时 ,通常 以 样本 经 验 分 布 盏 数 作 
为 总 悼 分 布 的 估计 . 确定 这 样 的 估计 的 偏 莽 是 困难 的 , 柯 尔 莫 哥 洛 
ЖЖ 1933 年 给 出 了 这 一 问题 的 渐 近 解 , 这 就 是 著名 的 关于 经 验 分 
布 的 柯 氏 定理 ， 
定理 5.1 设 总 体 分 布 Fotz, Aat pR Y n 
的 简单 随机 样本 ,所 构成 的 样本 经 验 分 布 函 数 记 为 F.C) , 令 
D, = вир|Ё„(х) — Е(х) |, (6.5, 1) 
HI 
lim P D, zz -= ) = 1 — 22, (— 1e, А — 0, 
(6.5.2) 
Ta] ^R EE BEN RER Н КНЕ HH ЧЕЛИ Ж 282. 1948 年 W. Feller 在 论文 (On 
the  Kolmogorov-Smirnov limit theorems for empirical . 
distributions, Ann. Math. Stat. , Vol 19, 171—189) BB Hi y — 
个 简单 一 点 的 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 该 论文 . 对 于 D. 统计 
量 , 和 容易 看 到 它 是 一 个 分 布 尾 意 的 非 参 数 统计 量 . 这 是 因为 D, 必 
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Ж х= Ху." Xn 这 n ЖЕНЕ EA SU. 而 Fiz ЁЛ РОХ) * 
… ,FL 及 .) 可 看 成 是 (0,1) 上 均匀 分 布 的 独立 同 分 布 样本 ,由 它们 
构成 的 经 验 分 布 记 为 FCr},(0,1) 均 句 分布 记 为 F* (т), 
D: = sup |F; (x) — F* (z=)]| = D, 
故 可 看 出 统计 量 D, 的 分 布 与 原 总 体 分 布 БО. 
S 3€ 12 对 不 同 的 人 值 给 出 了 这 一 极限 分 布 的 郴 数 值 , 当 x 较 
太 时 ,可 利用 它 构 成 分 布 函 数 的 置信 区 间 . 即 给 定 置 信 水 平 1 一 a， 
选取 4 的 值 ,使 
ОЯУ = 1 — 2 之 /一 ы-і. а. (6.5.3) 
当 闫 较 大 时 ,近似 有 
À 
рр, < -=)= P 
因而 对 任意 х, (ж) 1 一 a 的 置信 区 间 为 
À À 
Бе M КОО + =] 
Ші 一 工厂 生产 一 种 钢 ,由 于 炼 钢 中 的 各 种 偶然 因素 的 影 
响 , 各 炉 饥 的 含 硅 量 有 差异 ,因而 把 该 厂 成 品 销 中 的 售 硅 量 看 成 一 
TEITER. 现在 采集 了 120 个 样本 单元 ,得 到 样本 经 验 分 布 函数 
Е, (х). 由 表 12 可 以 查 出 ,置信 水 平 取 为 1—a=0.95 时 ,4 二 1.36， 
故 有 


À 


supi F Oz) — Fiol = 
Р! КРЛ 


Ilis 


1. 36 
Р |sup| F,G) — FGo| < 3538. == 0. 95, 
“лб! 999. 


АЛИЯ —] =, F GO 0. 95 水 平 的 置信 区 间 为 
[F,Cx) — 0.124, F,Cx) + 0. 124]. 
定理 5. 1 的 柯 氏 定理 更 经 常用 于 总 体 分 布 拟 合 检验 . 对 原 假 
Ë He PRz) 一 Fogr), 即 检验 总 体 分 布 是 否 为 一 指定 的 分 布 
Е.С), MAM D,—sup | FGO — Fo GO | 作为 检验 统计 量 . 当 Н, 
ЖАЛЫН T D, 的 近似 分 布 ,从 而 根据 给 定 的 显著 性 
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水 平 PEIESE K H l SEE ШШ ТЕҢ. 对 较 小 的 pf Li JA 
附 表 13 查 出 D. КИ 9E üt. 


56.6  Exceedence 统计 量 


这 一 节 介 绍 另 外 一 类 用 到 经 验 分 布 函数 的 统计 量 , 它们 被 称 
Jj Exceedence wit E. 

由 总 体 的 一 个 简单 随机 样本 X, X, 可 构成 一 个 经 验 分 布 
函数 FCD. Yos Y. 是 另 一 个 简单 随机 样本 , 则 FLOOD. 
FntY,》 是 由 样本 Xi Un XS Y; UY. 构成 的 统计 旱 ， 称 为 
Exceedence 统计 量 . | 

定理 6 1 着 总 体 分 布 有 密度 函数 ГО), Fa Y) (7 一 1 
n) ËJ X inb. Sim Fa CY M SGS L , n) TE JH Җ 
[odes ua] 上 均匀 分 布 . 


证 明 5; 只 在 和 0, 访 ,…,1| 上 取 值 是 显然 的 . 
约定 Хо — оо, Хоф T co. 对 = 0, l,m 和 Jl, 


n 


Р |5, = = PIX = Y, = Хер} 
+ = 
= II РАХ S Y, sç Xa. 6 |Y; = г} f üt 
+ се 
= [ P X o < t= Хор) dt 


= NM СЕС) YD — ЕСС), 


下面 的 第 三 个 等 号 是 由 于 Y, 5 X, XL 独立 , 对 最 后 的 积分 再 
做 变换 F =u, M 
Р\8, =) ||, 


(1 — ш)" 'du 
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1 Ст + 121 t т — m—i 1 
- ре | жа w) Зи 
— | (6.6.10 
ін 


定理 6. 2 条 件 同 定理 6. 1,6 а st» So 0 5 ШЫР BJ K FF 
统计 量 , 则 有 


[mmi nt 
n —t i . | 
Г ` =ü,1,--- 27: Bj. 
Рота} [nem al 
r. 


0, 其 他 . 
证 明 E SoA Su — FOU) Gol on 1-0,1, 
PR, 
| Р |5 一 "m P IK SY < Хоро). 
车 将 混合 样本 X... X. Уі. ӘҺЛ, 对 应 的 秩 统 计量 记 为 Quin 
Qm ҰМЫ Е, ЗНА 
IX. s< Yo < Хами) 
= (Q; "si tiD FA: T Q, 

G4 j+ 1, m + n) R£ m — í + ©). 
由 于 CQ Ro ROE C ,mm 十 #) 的 全 部 排列 上 的 匀 分 
布 ,所 以 


We — ғ 


(rint did 
i 
Pu ` 


FH. 


£ = D, lyt, (6. 6. 2) 

其 他 情形 为 0 是 显然 的 .证 毕 . 
h EEM 6.1 和 定理 6.2 知 465 tS M CS Se 009 
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是 分 布 任意 的 非 参 数 统计 量 . 但 应 注意 51.--,5, 并 不 相互 独立 . 
йі 预测 问题 . 从 一 连续 分 布 总 蛋 中 抽取 一 个 简单 随机 样 


本 Хаос" «ХЭ BEIC — + TRI ЗВЕР Yi. E n 为 奇数 
时 , 求 样本 中 位 数 了 | =+) 的 预测 区 间 ， 


由 定理 6.2 All xf 1= rrt 
РАХ, = Y( si!) = Xcp»i 


— n rz — 1 
TP EF pp 2 


n 
m 5—1 ji 
2 
т — І 


对 给 定 的 信赖 水 平 1 一 &, 可 求 Fi rz 满足 


ғ- — 1 . — 1 . 
Ent ШЕ "Miss 
тей - . "m 2 
ғ — f і 
imr, N А T 2 
= TU — 1 1 


WIDXU,. Xo HIA Ү( 11) 的 预测 区 间 ， 
最 后 ,我 们 指出 第 一 章 中 的 Mann-Whitney Zr iF Et n] xe ni 
Exceedence 统计 量 的 形式 ， 


U= >; Ху, 一 X) 


іші }=1 


= >; # САР Y, fJ X, 的 个 数 ) = „У, (6. 6. 3) 


jj Ж 


1. ВВЕЛ ВЕ X177. X, 相互 独立 同 分 布 ,是 来 自 А577 


FURER f(z)) 的 样本 ,样本 次 序 统 计量 记 为 Хо, 
Хо». Же R=Xm — X a IWJ ЕЕ. 
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2. 假设 条 件 同 第 1 EM ..E,45 ta DR rR {УЖ , uE HH 
Р(Х < fpr Xe aul 
i Гн + 1) 
-1- | тту ы 
3. 设 总 体 分 布 密度 函数 
е", жо>й, 


JG) = lo. = = 0, 
求 当 ma->co 时 ,容量 为 ”的 简单 随机 样本 的 样本 中 位 数 的 极限 分 
Ж. 
4 参看 8 6. 3 中 晶体 管 寿命 的 例子 ,对 晶体 管 寿命 分 布 的 二 
分 位 数 名作 点 估计 和 0. 95 置信 水 平 的 单 侧 下 限 区 间 信 计 . 
5. 对 一 批 电 嚣 元件, 抽取 24 个 做 加 速 寿命 试验 , 测 得 24 个 
元 件 的 寿命 数据 为 (单位 ;小 时 )， 
575, 778, 880, 969, 984, 1003, 
1008, 1021, 1031, 1034, 1053, 1054, 
1226, 1393, 1439, 1480, 1513, 1611, 
1612, 1612, 1624, 1527, 1631, 1768, 


ЖОХАН ТЕ АҒ 6 B8 {Л С 0. 95 置信 水 平 的 区 间 佑 计 . 

6. W Xa) S ЕЖ A ESE B IK НІ F (z) ВКК E 
Sti i. ЖЕН. 对 о<<#<1, 

PIEK wd — FOX) 2» B) = 1 — nf"? + (я — Df. 

7. V F. Cr) e Ek F GO BS — REA ES m 的 简单 随机 样本 
кН ЕНЕ ELE Ж р DEDE z< y, Ж cov (F, GO, 
FG). 

8. 14.8; (j—1,.-- n) Ж Exceedence НЕ CI $ 6. 6 中 定 
Ж.Ж 5,415, Gk ilie fg. 


z" ^ *(] — gde. 


第 七 章 — Hodges-Lehmann 估计 
$7.1 Hodges-Lehmann 佑 计量 


我 们 在 数理 统计 课程 中 学 过 的 许多 点 估计 方法 其 实 是 一 些 非 
参数 点 估计 方法 ,如 抢 佑 计 法 .最 小 二 入 估 计 法 .最 小 一 乘 估计 法 
等 等 ,这 些 方法 确定 估计 量 的 准则 均 与 总 体 分 布 无 关 . 在 这 一 章 中 
介绍 一 种 与 前 面 几 章 记述 检验 问题 关系 密切 的 Hodges-Lehmann 
估计 . 以 下 简称 H-L f&it. 

首先 介绍 一 样本 位 置 铺 数 的 H-L 估计 技术 . 

设 随 机 变量 X...X. 相互 独立 同 分 布 ,分 布 为 (zr 一 如 ,分 
жа FF(2) 连 续 , 关 于 0 点 对 称 ,8 为 位 置 参 数 . 若 对 假设 检验 问 
题 

Н,:0-0, Н, 870 
OESTE VO, ,XX,) 满 足下 列 三 个 条 件 ，; 

(1) RBT VE e), c ЯЙ; 

(20 对 任 一 指定 的 (zz V Gn Bur or БА) А ВЕ 
КЕРЕ; 

(3) 35 H, Ө-ОШУЫ,МН-БЕБ ЕЖ FOOD. 
VOX 7 XOBIAMBAXT3X— £X 8, 

ЕГІН ЕНЕ VA X Bp&— T i B 2:38 0M H-L fist. 

Мі ШАЯН Fai), RAR FOF 0 dx BEST LE 
号 统计 量 , 符 号 秩 统 计量 ,TT 统计 量 , 即 


B= УЖ, Wr,=1,34 X020, 25 0,25 X,=<0; 
1 二 1 


158 


dL PI r maa дызы — —-: . аас amr o 


Wit == > W.R з (RT ... RIN CX, лы (AX BJ ФЕ; 
іші 


X ч” 1 ` в 1. ` — VZ 
T——— X-42,X« S -— 2 x e 
Ед ЖАНЕ COD — (3). 首先 这 几 个 统计 量 作 检验 的 否定 域 均 


具有 杀人 忻 (1) 要 求 的 形式 , 统计 量 
B= 之 /更 一 2,400, 


[54 BG har aA) Урса) 
是 天 的 非 降 函 数 . 统计 量 
W*- WR Уух + XD, 


故 W Gn БА, БА) = 9.5 Gary 2h) 
z=] J> 
AE h KEREK. 统计 量 了 有 


TG, L hax, +h) = — h 


$5 4-758 УК 
是 的 非 降 函 数 . 当 总 体 分 布 F(z) 关于 0 点 对 称 时 ,BB 的 分 布 为 


С л. Бола КІЛ PERI SERITUR 
"OCC (参见 第 一 章 定理 4.5). 对 于 统计 量 了 ,由 于 


Xi, XL — (— Ху, -- X.), 
x а -Х 
T= = — _ _ 
ж ST s a 
T 的 分 布 关 于 0 点 对 称 . 
定义 1.1 HEVA e X VME, MEF OH 
BJ H-L 估计 量 为 


= 607. (7.1.1) 
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其 中 

0*(X,,-,X,) = supi |VCX, — 8,-,X, — 0) > &}, 

9'* (X,,:,X,) = inf (g| VEX. — 8,".Х,-- 0) < Е), 

м У(Х,-0,-,ЦХ.-Ө ЗЕ ЕН ТЕ ЕҢ ТАЕ A 0 
—'-g'dGvoG—8,-,X.—0D-£6 dB MUTO 
8°. 


ОЕ ошын 
#12 由 统计 量 了 一 S7 Е 085 НА. ASTE, ШЕ, 
X —g9 
ТХ, 6,--,Х, 0) = 
( ЭО 
E @ n xESEPRÉ YR SECUS РАЗ. 所 以 
-6 -ө-, X tno 8—m. 


S n 
由 符号 秩 绕 计量 W' 一 ,Ri = DID OCEX PE 0 

的 H-L 估计 ,此 时 B n 
W*(O,—6,-,X,—86)— УУХ, + X, — 20) 


i=] jæi 


= 6E es. 
ісі d 2 
Vl W == W (му (M—n(n--1»/2»id M 个 随机 变量 

= + X, р jij = 1л) 


的 次 序 统计 量 . E M 是 奇数 , 则 е ТО LI apego К 


TIE 为 正 整数 . 由 此 得 


8 = заре |+ CX, m 8,---, X, 一 85 => K + 2) 


= sup{9| >=> E - а> к +1) 


r=] ji 
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= sup(?0|#(W x+, — 6) = 1) 
= sup {f| Қар — D > 0) = Wikia: 
类 似 地 可 求 得 
: X 
Uc inf [0 > >l из 
i=] jum 
= inf {Alp Win — 0) = 0) 
= int {01 Waro — O = 0} = Wii. 
所 以 a=: LO =W кър. 


"eK 


# M jS М-- 2к,2= TK, K 为 正 整 数 , 由 此 得 
@* = вир{@|* (Х, —80,--,X, —0) > K 


= sup [6 > + X; -4>к-1| 


=| rne 
= sup {fp ақ, — 89) = 1) 
= sup {f| (Was, — 8) > 0) = Was, 


9 — а |0 |z x» - 一 天 | 


= inf(8| Win 0) = 0) 
= inf(l8|COWiuu,—0)x:0)] = Wis 
д 一 0* + 上” E к, + Wikio 

2 2 ' 


总 之 ， LI TA igj в, nn] 的 中 位 数 


由 符号 统计 量 в Уу, 产生 008 H-L 估计 ,此 时 


BOX, — 0,- , X, — 0) = 2,90 — 6). 


以 XO ЕХ, ВЕЖ СХ, ~ tX. TT. ЎТ. 与 上 面 求 
一 的 对 应 的 H-L 估计 类 似 , 可 以 求 得 , 当 л 为 奇数 ,nn 一 2 区 十 1 
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时 ,8 一 Xrns S BG = 2K Ві, 9o e een э 
IX i=l, + т. 

对 二 样本 位 置 参 数 可 以 类 似 地 定义 H-L 佑 计量 : 样本 XX， 
ees X, 相互 独立 同 分 布 ,分 布 为 (Cz) Y, , 相互 独立 同 分 
ЖАНУ ЕСА), Ех). 若 很 设 检验 问题 

Hy A= 0, Н: А> 0 

有 检验 统计 量 VOX, X. Yi ӘР ЭЛЕ Е: 

(1) ЗЕНОН ВЈ (УС +; #02>є},с 为 临界 值 ; 

(2) РЕ Crit оруу) VET £mi yd hana y 
TA d h WTAE RE PS Ж; 

(3) # H, F OE FE— E ALBERI PR DR ЕСУ C 12D 
的 分 布 关于 某 个 上 对 称 . 

EX L2 ЯРУС; …) 如 上 所 述 , 基 于 Y(-i;。 ) 的 参 
数 4 的 H-L ДЕНЕ 


A^ + А” 


А- 
2 3 


(7.1. 2) 
其 中 
A" CX, а, оға ағы. .Ү,) 
= sup(A|VCX, ,--, X,, Y, -А,-“,У,- A) > €), 
АЗ” CX, XS ) 
一 inf(A[VCGX,,--,X,;Y,; — A,---,Y, — Ау< Š). 
Өз жш Wilcoxon 秩 和 统计 量 


1—1 ірі 


(参见 第 一 章 第 3 3 3D. CHR ERO D TURE W 
产生 的 参数 和 的 H-L Ж A YX, 一 у= ,ys 
n} 的 中 位 数 ， 
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$7.2  Hodges-Lehmann 估计 量 的 小 样本 性 质 


设 随 机 变量 Х,,---,Х, ЖНЖ FO 0), ER 
Br 下 (1) 连续 . 

SE 2.1 设 一 样本 位 置 参数 检验 问题 统计 基 V (X... X.) 
满足 条 件 (1? 一 (3) ,00Х,, X JE 3ET V ( е )BJ 0 BI H-L fiit 
量 , 则 8CX，…，X) 是 平移 的 (或 称 位 置 同 变 的 ), 即 对 任意 一 个 
(ХХ KB 

QCX, + K, X, + K) = 0O(X,,--, X) + K. 

WEBB H-L 估计 定义 中 的 统计 量 
0' CX, HERE, e, X, + KD 

= supi |V (X + K —6,--,X,-K—0) > ё) 

= sup{f|V (X, — (0- K),--,X, — (6 — Кә) > ё} 
= supir + K |V(X, — т,--.Х,-- r) > É) 
= K-rsupir|V(X, — z,---,X, — r) > £) 
= K + 09" (X... Kals 


类 似 地 有 
0** CX, + К... Хх, + K) = K + б" "(X Х,). 
所 以 
0" +0 
ô = 2 
是 平移 的 . 证 毕 . 


3| 理 2.2 设 随机 变量 X... X. 相互 独立 同 分 布 ,分 布 函 数 
HM FG-0,X TCX1,… ,是 一 平移 的 统计 量 , 则 对 一 切 1, 有 
等 式 
PQTCX, X — 9 = = PUTQX, X, 4). 
其 中 P, 表示 X~ Flr D G= 1, "ОЕ ЖК, Р, 表示 Xo 
F(z) G=1,* MN. 
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证 明 可 直接 计算 出 概率 :， 
PAT iX Н.Х, — 0 = tà 
= PQTO,—890,,X,—60»)t0, 
= PTX pe X xt). 

证 毕 . 

根据 上 述 两 条 引 理 ,在 讨论 H-L 估计 量 的 分 布 性 质 时 ,不 失 
一 般 性 ,可 假定 9-0. 

定理 2.3 设 随 机 变量 X... X, Щн. YB BL PRG 
F(x—8),I 3 FG PPE НТО 点 对 称 CX, XO EET S 
RAIE VX e XOW g m) H-L fiit EE.VC- ) 满 足 要 求 的 条 
O~ (3), BOXE Gi c zs 几乎 处 处 有 

Vertes) HVE 24,96, -- m.) = 208, (7.2.10 
RB еФЕУС-ОНОЯШ АҢ ЛІ CX S X Ode EE Ш.Н 
# 
Х.Х, =— OC— XX), 

ЗЕН AX ,--- ,下 ,) 的 分 布 关于 8 对 称 . 

ШЕН 统计 量 

0" (— Xy, — X.) 
= sup(8|V(— X, 一 站 — X, — 0) > ё) 

ѕир{0 [26 — V (X, + Xn + 8) > E) 
sup{— @]V(X, — 0,--,Х,-- 0) = 6) 
一 一 infí(0|V(X, — 0,-,X, — 0) < Ë) 
=— 0* (Ki, ,Х). 


| 


同 理 可 证 
8**(— Xi, ,— X.) = 9* (X, Xn). 
所 以 8(—X,,,—X)0- —8OD,- X. 
由 ёс. ЕТТЕ, R F ES ГАВ 0€ - ОНИ 0 
对 称 . 其 论证 如 下 : 
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ат mr ph re i h ar o a С. с С. 00. фаш na чорва 


BCX ire X —0 = (X, — 0, ,X, — 0). 
ІҢ Х,—0 G—1,.:« УМЕН ОҚА 
ФКХ, ,--,Х,) 0—2 000 — Хә — X.) 
= 0 ü Xu — Х,) = 0 —)D XD, 
即 有 BC。) 的 分 布 关于 86 对称. 证 毕 
бі 考 虚 名 ，) 是 基于 检验 统计 量 W+(，) 的 8 的 H-L 售 
计量 .W1+(…) 满 足 要 求 的 条 件 (1) 一 (3), 且 


WI (X... XD = P PR; + X). 
іші jr 


W*(—Xy,.—X)0-2,2,X€C (X, + Ху). 
im] JZ 
ОЗЕН, IX, X, — 0M BOR S О, ЯРО JL P RB Abg 
WE QG es X) HWH (— Xi, — X) = ITED, 


满足 定理 的 条 件 , 故 对 应 的 H-L 估计 
8X, X.) = X, > X; i 3.6. 一 Lyen Вов, 
有 关于 9 对称 的 分 布 . 
H xE PE 2.3 知 在 定理 条 件 下 ,H-L dei ô BE # Bj SG ДЗ. 
55k. fE— ERIE F 2 IDE Ө ñi rh prO AME E. 
N 21 3 是 ?了 的 估计 量 , 若 对 任意 的 98 


Р, Жл) = >. (7.2.2) 


RISK 7367 gb 53 НЕЕ. 

引 理 2.4 W CE ，…，X) 是 基于 满足 条 件 的 检验 统计 量 
VOR X0 BS H-L fiir ЖНЖ X1 X. 的 分 布 连续 , 则 
2 和 有 “的 分 布 函数 连续 ， 

证 明 要 证 对 任 一 给 定 的 #, 对 统计 量 9" ,有 

Pb (X ,,, X, = t; = 0. 
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4 T,-2X,—X| G= 2, n), ШІН 
V (z, =" z.) = V (zy, tT Фаз улу + fr) 
是 x. 的 非 降 函数 , 故 存在 
u.s afa) = dunfi dV Сау sz + ds, x; + t.) 6l 
WES | 
жун зз ҺӘР, Ст, а-ы, е, nsu 
тін Ше L DHP, VG axi teet 427€. 

则 有 统计 其 
GR 

= supi8IVcX, —8,X, + T, —8,-,X, + T, — 0) > &) 

= Xi — u(T,,-7-,.T,). 
故 

Gr, Eat) |0" ri 
= {risig rin) р = u ЕРТЕ + E} 
E X, 50s T RR а [н] пу Ж. 5m r t t) = (22, “., 
ti 的 切口 为 
a [xi = alt, tD + t), 

ІШ X, 有 连续 分 布 ,故此 切口 的 概率 测度 为 0. 利用 Fubini 定理 知 ， 
X, 5 (P, ,了 ) 乘 积 空 间 一 可 测 子 集 概 率 测度 为 О 的 充 要 条 件 
为 对 几乎 每 一 (2。，,… ,4 X, 切口 具有 零 概率 测度 . 故 由 对 任 一 
(Q s ВВ Gn |ru ВЕ ЧУ 0, 知 集合 {9" 
= 二} 的 概率 为 0, 有 即 8 的 分 布 函数 连续 . 

类 似 地 可 证 8" "的 分 布 函数 连续 .证 毕 . 

引 理 2.5 设 8CX,,…, 久 ,) 是 基于 满足 条 件 的 检验 统计 量 
VOX, X00 H-L fii E ,样本 Xov X, 的 分 布 连续 , 则 对 任 
一 实数 a, 有 

Pa V(X, — а,---,Х, — ay « €) << P,CX,,--,X,) <a) 
= P IV (X, 一 а,“.Х,- a) x: €). (7. 2. 3) 
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证 明 B 6,6 ' 的 定义 ,有 
б (xi. xu) >a 
——Víx,-— a," >, — a) > ё 
== f" {zr E] 2202 
及 8* ` (mi, z.) < a 
=V (xz, — a... — а) =< £ 
= 0" * (z, , =", z.) < a. 
而 由 引 理 2. 4 3001.0: ЭЛЕ ЖОН 
Р,0"(Х,.--.Х,) C a) = Pail" (X, а} 
= PVGO,—a,,X,—a)z f}; 
P,U7 ARa X.) a) = PMMOT K X а) 
= P {V (X, — ас-.Х,-- а) < Š). 
而 0** Gram ZR (ту, Z.) BU TER 
(8° (Хз X.) « a1 C ЖАД X <a) 
C 18* CX,, 7 An — a). 


所 以 
Pai V(X, — a,7-,X, — a) < 一 
9 P,GLCX, SUO X «aj x PO" (Х.,--.Х,.) <a) 
= P V(X, — a, X a) = ё). 
引 理 2.6 设 0X, X OE CE 88 JE AR IESU 2 52 # ЕТ E 
ҮСХ, "ЭХ. H-L hit ,样本 к $t X, 分 布 连续 ， Ж #= 0 时 ， 
VOX; , ХОУ ARRAN š MA 
1 — = 
2 


其 中 E—P,VOX, 5, X, =}. 
证 明 H VC-OMPO HALE ЕХ, A WEA 


PQVQG, X) < 8) = PV CR, X. > E = =, 
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< P, Xo ol T5 (7.2.4) 


ae rh m. НЫШЫ. lloc eC e noo га ГЫ”. L 


PV QU X0 < È) = Pa OG X0 6) = IL. 
H SEE 2. 5, 有 


1 = EL PAV(QX, X0 <£  PLUCG X) 0} 


«PAVO KX) < 6) = LEE 


而 

P,UCX, X) < 8) Р(Х, — 0,--,Х,- 0) =< 0) 

= PG + ,Х„у< 0}, 

tH 313 2. 4 4n 9€ * 043 Ec Ж Ж S [PRA ie. ВЕНЕ. 

定理 2.7 idb00G.-X0d4eCT EIER Peg 19 59 ETE EE 
VO 3X0 83 H-L 估计 ,样本 X... X. ЈЕ S5,0— 0 时 ， 
VOX, XN A RIDERS SE 

P i VAX I X) = E} = 0, 

则 PCX X038 0 的 中 位 数 无 偏 佑 计 . 

ШЕҢ — Bis[ ER 2. 6 立即 得 定理 结论 . ШЕЕ. 

例 2 设 随机 变量 X,.--.X, НШЫ AA FO 
D 4B ER Е COE SR P DECUS 0. 0 di TES SET RE BCX,;…， 


X)— DLEO EB O8 HLL 估计 是 样本 中 位 数 ,而 9 二 0 时 ， 


ВС. ) 的 分 布 关 于 了 对 称 , 当 n 为 奇数 时 ,显然 有 
Р, | BOG Xa) - 5)- 0. 

Br LL ВЕЖ VB Br 9 的 中 位 数 无 偏 估 计 . 

对 二 样本 位 置 参 数 问 题 有 类 似 的 结 时 . 

引 理 2.8 由 满足 二 样本 位 置 问题 条 件 (1) ~ (3) 的 检验 统计 
ШЕ VX o Xn Yone YO ERAN A h H-L 估计 量 АСХ,, 
ХУУ. В, ВП] Crt En yot y AK, 
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Аст» Ea + Kam, y, + K) 
= Абту.-е лауы бау) + K. 
引 理 2.9 REIER X X. 相互 独立 同 分 布 ,分 布 为 
F Cc) PELE E Y, Y, 相互 独立 同 分 布 , 分 布 为 下 (z 一 4). 若 
统计 量 TX, 4... Х.У, 477" „У.Р H ; 则 对 一 切 TE: 
P tT(X rS XV; Y y Y. — Axa 
=P fTOX i... X, Y i, Y) xr) (7.2.5) 
ЕЛ ИЯ T S [RUE Bj] 5j — ES u Et 23% А RETE AE 352 48 IT. 
定理 2.10 设 4(。;，) 是 由 满足 二 样本 位 置 参 数 问题 条 件 
(1) 一 (3) 的 检验 统计 量 VC，;，) 产 生 的 H-L 估计 量 . 又 满足 如 
FE: 
O 总 体 分 布 (x) 关于 某 一 对称; 
бі) V Cris ts Emp Yo Ut y) Vi maso yp 
— ynd 2€ XHE— Gas еруу) ВОЛ, E Ek V. У: +) 
在 五 。 下 的 分 布 的 对 称 点 ; 
CHI) V (zi =" misi ttt y V Gn 4-K ar T Kisi +K, 
十 下 ?对 一 切 (zi хауыз КОШ» 
则 有 
ACX sta Xm Y... Y.) 
一 一 À(— X,,,— Xn; — Y — Y.), 
H ÀX Xa Y, YDK BF 4 对称， 
МЕҢ ВЕНА ЕСИ), УВА EE fl 0 ІМ, RT E 
ÀX Xaas Y.) 
= ~ À(— Xe, — Xa — Yves, — Y. 
HAO ;  OROERERBM SÉ 
АХ,“ Ы" A 
= А(Х,--,Х.5Ұ, — А,--,Ұ,-- A). 
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H FGOX-F ОЕ OR 
ÀCQX, sr X. Y, — Av, Y, — Д) 
— ÀQ— X29 — X, 
27 + A — Yi,-,22 + A — Y.) 
= ACC Ху, — X, A — Yi, A — Y) 
=A + ÀC Xin, Хр Үзе, — Y,) 
-А- AQ Xai Y uon. 
Em БЕЕН Жай). 故 有 
AÀQG X, Yi, 一 人 


— AC АХ, X. Yi, Y. 
所 以 4C(。;。) 的 分 布 关于 A 对 称 . 证 毕 . 

例 3  Wilcoxon 秩 和 统计 量 W ДЕ ЕЕН G), GD, 14 EB 
分 布 F(x) 满足 CGiii), 即 F(x) 是 对 称 分 布 时 , 则 由 W 产生 的 H-L 
估计 

AC, RY se Y.) 

= (Y, — Xi, i£ = 1 和 7 二 了 ,rn) 的 中 位 数 
的 分 布 关 于 参数 4 对 称 . 
定理 2.11 4(C-;-) 是 由 满足 二 样本 位 置 参数 问题 条 件 
C1) 一 (3) 的 检验 统 计量 V(，; OEDS a Ву H-L БІН. Ж 
PAV OX... X. Y... Y.) = ë) = 0, 
BJ ÀC. АВНЕ ЛАН. 其 中 Р.0 ERE A= 0 Bf 
HRE. E A-OBIVCS ; ОЕА. 
ШЕҢ ”与 一 样本 位 置 参 数 问题 时 的 证 明 步 又 类 似 . 


$ 7.3 Hodges-Lehmann 个 计量 的 渐 近 性 质 
设 随机 变量 X; 3 --.-. Х, 相互 独立 同 分 布 , 分 布 为 Eire) ‚Ж 


数 Ес), НҒ 0 ЖТ УХ. X PW E — PE 2 fu Ek 
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“= прл MER- ғыны [pne mi. ғы олай нгі -. Z r ame e dM Ha Alcor RR BEL iL n 


SAHARO ~ CO f RE ИТЕ. AA e LX OE HY ( ° ) 
产生 的 如 的 H-L fiit. 

引 理 3.1 对 任 一 常数 aa, 记 如 一 一 -二 ,其 中 为 样本 量 ,又 
当 样 本 量 为 n 时 ,在 8 二 0 下 ,统计 量 Vt: ) 分 布 的 对 称 点 记 为 局. 


若 在 8 一 和 下 的 概率 满足 
limP (V(X u XD < ё,) 存在 


H 
пар, (V (Xise PAX.) = ё.) = 0, 


ИШЕ — E 8.8 
lim Pet н (BK e X) — 05 = al 
= limP, {V (X, Xn) =< E). (7. 3. 12 
ШЕҢ H 8€ ETR, 
limP,( V n (CX,,--,X0 — 0) zal 


= lim PoP , < = 


ж. 


ш- Бър, (BCX Ы UH XL) 


又 由 第 2 节 引 理 2.5, 有 
у|х- 


se,X.— 


Sn 
< P, 0 QC. -- XO < 


| 
Poj 


« P,|v(X. — z ЭХ. = 
ң 


T X~ Flr, X 
DN Sn 
lim P, V| X, 一 
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= limP, (ИСХ, е, Xa) = Б) = 0. 
所 以 


a 


Vn 


a 


limP,(9X, X) < 


= бар, (У(Х, — 
= lmP, ИСХ, en X.) LE, 
从 而 引 理 得 证 . 证 毕 . 
Dii 考虑 Wilcoxon 符号 秩 统 计量 W t € - ). 
W 在 9=0 下 ,分 布 关于 总 一 2 二 二 对 称 ,由 它 产 生 的 8 的 
H-L 和 估计 为 
PX, ,---,Х,) = | 


对 任 一 8, 


X, +X; . .. . 
P зі << m l, n Hr Ж. 


Wt 162. __ ЖО. 
| n IL (0) 有 极限 分 布 N00,1)， 
2 


其 中 


+ =з 
AGO) = PAX + X, > 0) = | а — FC у — 2096, 


1 1 
Жез — 4 Ü "n 
s Ha 0 = "E 
(n + 1) i 
e „> =" L D | DOE: 
Ng ——— ft, 
мея 
CA [uo — e ]- etm — ү n2 
2 1/ V" ni — 1) 


que 
一 一 xlim (0) =— a lim2 | f*Gody 


Tox 
=— | PG. 


Yn 


ka ШО) 有 极限 分 布 мо: 


所 以 
vn 


k 


P, {Wt ё,) = P: 


ГУ E] 有 极限 分 布 N[ 一 24] Pob 1. 


м 


ЖАТА — &,) S ^ 


2 


exp| 一 3| > 十 2а| Foody ДЕ 


其 中 A L. s=. А тому тае 3.1 В 
Vn QO, X) — 98,) 有 极限 分 布 N| o,| 2) | 


定理 3.2 i 8X, н." POP JT 98 E ВЕДУ  #%у [n] 5 
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tFOD— (3) 0 Ж ХИ E V (X, Kt „Х.Р В] д 的 H-L fhit ; 若 
V( OX GLO) RU CO 满足 第 五 章 第 1 节 定 理 1. 10Noether 
EEDI ТЕА) СА), Н. 

lim ————— = 0, (7. 3. 2) 


其 中 Е, Jide W IDA ух, 4... Х.Е 8-0 下 的 分 布 药 对 称 点 * 
则 2 (СХ, 7X0 —0) 05 {Ж A ñi EAR 38 8 0. Jr 2N се 
HC ) 分 布 ,其 中 Ky 是 YC，) 的 检验 效力 因子 , 即 


PEG 

im 一 一 -一 -一 
Hoa /na* (0) 

НС» УЗ Noether 定理 中 之 极限 分 布 . 


证 明 对 任 一 ac 0, = — ен 


= Ky, 


V -- ES _ V — A, C) 4- B, CD.) mm B, COD + д.60) = Ё, 
z (0) а,(8,) s, CÓ.) s, (0,5 
VT, Ed a | жО)-4, 
a. C, s, CD.) £n CA 
其 中 oce co. ТЕШ Noether 定理 的 条 件 及 
A000 — Z, _ 
lim 2.60) Шш 
An 
T 一 


£ 
4.6) ЖЕН HG aK, .1). 


с, 
ELT Н> ) 连 续 , 故 引 理 3. 1 的 条 件 满足 ,从 而 
lim P,( v n (Ü — 8) x; a) = himP, (V — ё, < 0) 
= PH x; 0j = РІН (~ аКу) S aKy) 
— {2 — (— аку) 
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Eh H HAON НС-ак DERIER. 故 яп (0-0 
Ял H| 9, gs) ле. 
5E 3, 3.1. Epor EB т RERBA ШІ Y Ср, 
р. Y n -PAREA 0 WO ran. В. 
limvar( V n h) = o, limvar V n Th) = È, 
则 АКЕ<?, do (7.3.3) 


бт 
ЖА 7, 相对 于 六 的 渐 近 相对 效率 . 
定理 3.3 W 0 CX S X0 0,(X., +, Х„)› И ЖЕТ 
УХ, XL V,CX, X 088i] O ӨҢ H-L ffir. ViC* ), 
УОИ g HE 3. 2 的 条 件 , 则 渐 近 相对 效率 


АБЕ (2,,0,) = ARE(V,,V,) = Р . 


ШЕН 显然. 
例 2 考 虚 下 列 三 个 H-L 估计: 


5—0 __ 
= H-L 估计 ; 8,—X; 
ТЕГІ 产生 fiit 


у= YR: 产生 H-L fh. 


0, = {ЕЛ Ж, ic uu ел | 的 中 位 数 ， 
B= S.P A HL 估计 : à= (Xo i1. sn) 的 中 位 数 ， 
д 
ARE, ĝ O — ARE(W* .T)=12e'| ШЕ Е 
ARE(€,,8,) — ARE С(В,Ғә--Асв”(С)С(000%; 
АКЕ, ду -“АВЕСВ,М 9 -| KOJ] ¿s| роза: E 
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对 于 二 样本 位 置 参 数 问 题 有 类 似 的 定理 . 


引 理 3.4 对 任 一 常数 a TË Ан N=m+n 为 样本 


总 量 , 交 一 40<< MA<c1， ХӨЕННЕ VOR ОО ЫРУ Е 
样本 位 置 参数 问题 的 条 件 (1) 一 (3) ,在 A— 0 EV >; “ОҚ 
的 对 称 点 为 Ex. Ж 
lim P4, (V OC Xm Yi Y0 < Ên) 存在 ; 
lim P4, (V Qc X LY os Y. = Ên) = 0, 
TS EE [El E BJ А,Я 
lim Paf Уға ГАО, X, Y, Y,.)—AJSa) 
—lim P4, (V OG, Xa Yi, Y seu). (7.3.4) 
其 中 АС ; ` ET VC B ABI HI fiif. 
3B 35 AX oe XY on 了 ,) 是 基于 满足 二 样本 位 
E PARI ~ Go Bu EIE REV СХ, XS Y i, Y.)0 А 
的 H-L 估计 , 若 统计 量 Y(。 04 Gy СА) }, GS CA UE BE RE 
第 1 W Noether E ZEB AR FF (A... (AD. Н. 
lim e n 
其 中 为 VC(，;。，) 在 4=0 下 的 分 布 的 对 称 点 ; 则 YN[A(X,， 
e XY YO 一 4] 的 浙 近 分 布 是 期 望 为 0、 方差 为 志 的 
HSA. 
定理 3.6 AXo Xai Yi, Y M AA V XY, 
… ,了 ,) 分 别 是 基于 统计 量 VO X. Yi YDA Vs 
Хз, S YR A 的 HL Е, ЯНЕ У Сезе), р 
满足 定理 3.5 ЈАРЕ, ДТ Ж 


2 
АВЕСА,,А,) = ARE(V,,V,) = | 4 | 
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E A 


1. 证 明基 于 符号 统计 量 BOG X) = 2 4QGOf 0 的 H- 
L fü it 
9(X,,-,X,) = median(X, ,*«,X,). 
2. iR Xo = Xo E Fir- НЕ K K F SE TT B, 
FG —03E8E XT ЙӨ, 4 是 集合 
GDI < i =< Jj < n) 
HTE. E:F G.D0€A.Ji--1—inT1—;0€A. 5 
VARs = 5 д Же Аш LL). 


ТЕРДІ; 


RT V OG en XO BS 0 B5 HL tir. ВАЗЕ B 及 W tJ JE 
这 类 统 计量 ,指出 它们 对 应 的 4 集合 . 
3. 设 随机 变量 X Ú X, 和 Yi Y. 分 别 是 分 布 FR 
F Gc— 20 fü f sr BEDLEE AS F CO XEZEJEXCE AE 0 ГЕ, 
Y = median(Y,,---,Y,), 


V (X, |4. (aiiis У.) = > ¿y -- X;) * 
i=) 
求 基 于 V (X, +." sA a У! 中 ,了 了 ,的 A 的 H-L 估计 ， 


4. 设 随机 变量 Х,,---,Х, 相互 独立 同 分 布 , 分 布 函数 F (+> — 
人 连续 且 关 于 8 对 称 . 考虑 一 样本 位 置 参数 假设 检验 问题 Н. 0 


—0, Hi: 9>0 的 线性 符号 秩 统计 量 St = Урас). ЖСҚ, 
wX DERF S+ 的 6 的 H-L 估计 ,证 明 上 的 分 布 关 于 9 对称， 

5. 证 明 第 2 节 引 理 2. 8. 

6. 证 明 第 2 节 引 理 2.9. 

т. 证 明 第 2 节 定 理 2.11. 

8. 说 明 符 号 统计 量 в- t ) 满 足 定理 3.2 的 条 件 , 求 出 


应 的 H-L 估计 的 渐 近 分 布 . 
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ялы ”影响 曲线 与 稳健 估计 


在 司 计 总 杠 分 布 的 特征 数 时 ,估计 基 的 性 质 与 原 总 体 分 布 有 
X. 一 般 说 来 , 非 参 数 拓 计 对 总 体 分 布 的 依赖 比较 罚 , 而 一 些 参 数 
佑 计 则 与 分 布 的 具体 形状 有 很 大 关系 . 例如 样本 平均 数 式 作为 正 
态 总 体位 置 参 数 e 的 信 计 ,有 很 好 的 优良 性 ,但 当 总 体 与 正 态 有 
些 差别 ,特别 是 在 离 中 心 较 远 处 取 值 的 概率 有 些 增 大 时 , 亦 妈 所谓 
“ 重 尾 分 布 " 时 ,其 性 能 会 变 差 . 这样 的 估计 对 总 体 分 布 的 一 些 “ 拢 
8)" Sk C EDU. 人 们 在 实际 应 用 中 当然 希望 找到 能 抵抗 “扰动 ”的 
ferr E BE ,希望 总 体 分 布 与 假定 的 分 布 有 一 些 差异 时 ,估计 量 的 优盘 
性 无 大 的 变化 . 这 样 的 估计 称 之 为 稳健 估计 . 在 讨论 稳健 性 时 , 影 
响 曲 线 是 一 个 重要 概念 . 


$8.1 影响 曲线 


总 体 分 布 rz) 的 特征 数 7 可 以 看 作 是 分 布 F (r) E РА. DI 
i , RARE 
и == ТСР) = aro, (8.1. 1) 
中 位 数 у=Т, (P) inta; Еу). 
ЖОН АЖ Ы ТРА Е, СОВЕ FOGO ДЕ — T SEHE tH 
т.) = | aro = уу =, 
TG) = inf |, FIG) zl- median (z, , --- sz.). 


AAKER AEE 24 ТЕ) IE WR PE T о ЖЕЛЕ A Wi TE 4) 
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- ` ` "wu -m +u coe eaim 6 у 2.... 


Ж.Ш) Yn CT (F,)—T (F) ЖИЕ ЖУН Nt0,V CF)), 这 里 
VIA TC'OBTSGIEZ ЭУ LF) 越 小 当然 越 好 . 

讨论 一 个 统计 量 TC，) 对 一 类 分 布 FC(x) 是 否 稳 健 , 常 用 的 一 
个 重要 概念 是 影 啊 曲线 . 

定义 8.1 设 TC*) 蚌 定义 在 一 个 分 布 函数 (zr) 的 集合 上 
ШЕ М.х 是 任意 实数 ,5,.(2) 是 概率 为 1 取 值 z 的 单 点 分 布 阔 数 ， 
TC + УК ОНША 


IC; rr) = lim (4504-9620 | 


ІС" Cr) ЮТ B [RE 玉 (z) 在 上 点 分 布 概率 有 一 点 增加 
I TC ) 的 变化 . 
对 均值 统计 量 耳 ,(，) ,有 
- ICr r (z) = f — и, (8. 1. 2) 


X rh и=| AFON Ех) ЙИ. ЕЖЕН Т.С). 


" 
ТС1- 9FC) + єб,С-)) 


! 


一 1 іі ee | -1 1 
F |2 21—9,' *«F [i 
— 0, г-Е-4), 
~j 1 š afl 
о за) *^F |z) 
所 以 

_ 1 _ 1 

ДЕТІ ce 

ICr (z) = 0, 
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Ep O= F OAR Ў. 

BÍ PL 38 H с Pr Н C 18 Н] ЖНЖ RENE 
时 ,样本 均值 比 料 本 中 位 数 的 变化 要 大 . 这 说 明 样 本 中 和 位 数 比 样本 
汐 值 对 极 问 的 样本 观测 值 有 更 好 的 抗御 能 力 , 上 共有 较 好 的 稳健 性 . 
但 是 对 于 正 态 分 布 总 体 , 中 位 数 远 不 如 样本 均值 有 效 . 人 们 总 是 希 
望 寻求 稳健 性 较 好 ,同时 对 最 常 遇 到 的 正 态 等 特殊 形式 的 分 布 又 
效率 较 高 的 估计 量 . 

А. А. Filippova #F jË X (Mises theorem on the asymptotic 
behavior of functionals of empirical distribution functions and its 
statistical applications, Theory of probability and its 
applications, vol 101962), 24-57), {ЖЕ 2 JF BEBH f TE— 
AL 下 有 


Va | TE) — TF) – Ге, «oar. 22 
TG' OBS EIL P ЭЕ 


1. ee 
Von = | [IC FG) dF Cy). (8.1.3) 


S8.2 次 序 统 计量 的 线性 组 合 估计 


许多 常用 的 稳健 信 计 是 样本 次 序 统 计量 的 线性 组 合 ,b Ха) 
езе И X SX. ШИКЛЕ ТҮШ. 
T =aXo ++ а.х, (8. 2. 1) 


Job Б а= am 2 Gm, oo EEG ORBI e E 


ПЕ ВІ ЕЖ y АПАЙ ORE ВАА ERE ACRI 为 使 其 
ЖАҚ, ^ 3E 86 Е IU] rik ДЕ ЗЇ КЁ НАЛЫ ЕЕ”. ЯУ 
那些 最 极端 的 观测 值 . 通常 规定 一 个 删 去 的 比例 а, N T — УЕ 
TB COL PER ДЕ НЇН) (Trimmed Mean? nu] 5 
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TCX Xn) 
6X: Чері X qapa] s + oct + Ха-а- + ON e (uy 
nd 一 2e) 
其 中 [ao 表示 ол ЇЙ b= 1-- [an ] — en 是 一 个 加 权 系 数 . 
也 就 是 说 ,如 果 ап 是 整数 , 则 修剪 均值 是 对 样本 观测 值 依 大 小 从 
两 端 各 删 去 ол 个 观测 后 的 平均 值 . 若 еп ЖЕЗ, WU) V. W 32065 WH 
去 Lam] 个 观测 外 ,对 剩余 的 观测 值 中 最 大 值 和 最 小 值 再 给 一 个 删 
去 权 数 an 一 Lenj 进 行 加 权 平 均 . 特别 < 一 0 时 ,修剪 均值 就 是 通 稼 
HJ FE & PEE a — 0. 5 时 , 修 甬 均值 对 应 的 就 是 样本 中 位 数 ,a 二 
О. 25 对 应 的 修 甬 均值 一 般 称 为 中 段 均值 midmean). W HEB] а АХ 
E o. 05 或 0. 10. 
用 泛 焉 的 形式 表示 ,修剪 均值 可 写成 


T F 1 1—25 _\ 1 "F Olea — a 
4 2 m 1 EN zl F (tdt — 12981, 1a) idF) 1 
XT PE] ferr EBA 
_ 1 
T.U = a) 
=. (5X mt o FX tago Хо раја РХ енер}. 
a- 105 ВЧ ISAE É ЖЕ m) HH ZK A 
7(a) —C(a)), х<Е-!(а), 
ICG) —4 15 6 CGD, Еау Е- а-а), 


1 一 - С” Co rF-(1—»a, 
其 中 XON Fedtet aF HFA a)). 
38 ЕС» DAI PAi C=. 3x — fedi ER E; 25g 
F lac т} 
VCF) =, »" (t — Соаууағау 
+ a[ G7! (e) — СОО» + C70. а) — СУУ}. 
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男 一 类 样本 次 序 统计 量 线 性 组 合 形 式 的 稳健 估计 为 适当 选择 
的 线性 组 合 . 如 Gastwirth 在 1966 年 提出 的 ,选用 中 位 数 和 三 分 
之 一 及 二 分 之 二 样本 分 位 数 的 三 点 平均 估计 : 
ТУОХ, XL 

== 0, 3X( [243 ]) + 0. &median(X,,*-,X,) + 0. 3Х(,-Г41) 
区 及 

T, CX1.7 X.) 
= [X( 24) + 2tmedian(X, ,Ke) + Хг) fa 

等 等 . 

这 一 类 估计 量 写 成 泛 函 形式 为 


ТЕ) = ВЕ), (B. 2.2) 


жер SA 1,0 t, 这 类 估计 量 的 影响 曲线 在 点 x 一 


PFE) G= 1," omo ROB БҚ BEER IE A 8, / f (F GOO 其 他 处 
为 常数 . ЕП 


ICG) = У) уру COD. (8. 2.3) 

上 式 中 求 和 号 > ,是 对 满足 1: FUGO) : ERMC) 

为 常数 ,使 IccoW | IccoaF Go) — 0. 这 类 估计 的 渐 近 方差 
可 用 下 式 求 出 ，; 

va = | “пссаууағса). (8. 2.4) 


TRES. ЕТЕ 21) В T, fl T, H m EJ 27 3, F T... ty £a) = 
(1/3,1/2,2/3), (rs sB) = (0. 3,0.4,0.3),XF Tis (i,ts n2— 
(1/4,1/2,3/45, (B Aar A= (1/4,1/2,1/4). 

Ее АЖАЛ TT, R T, 的 影响 曲线 为 
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i ba ey biel ння eee t or E: re FAA EP Eb a i Lip dd i -r a ОННО o 


NM _— ñ _ < F (6), 
Е 2f(0) қыза,» + ! 


P po » " 
pfo)’ Ф) == = =< 
IC (z) = 8 
OPI c F^. 
АСУ О< х < F (t) 
Bo p b 4a 
2/09 ^ ағза» +Z Е‘). 


EAT, TOX X0 I ШЕ. 


221) 0214,2 
Vigo = dE: | 3 


Т, (Xi ут." 0) HAMAN 


ZEE E + 
! 3211 0) | 


dp 1 j 
ma | 
$8.3 M dh it 


设 随机 变量 X... X.4B 8 arf] 5} Яп , ЕЕН АСЕ 
ВЕЖ, F (z — 0235 9. 位 置 参 数 8 的 传统 的 最 小 二 轮 估 


Q = 2,06 — 6): 


达到 最 小 值 . 可 通过 正规 方程 
= 一 一 22,0 -=Ù 
fg 1/0, ERRAT 3r (X ,— 0 作为 X. 与 8 的 距离 . 这 种 获得 
合计 芍 方 法 很 易 推 广 . 对 一 般 的 距离 otf) ,oe(#) 满 足 距离 函数 的 性 
E.G) eOXZEO,XE— 8] z Ik, Н p00) 一 0; GO. ос) = pC— D.) 
一 切 t. 我 们 可 以 选择 0— 0, [ib 
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. аа-а TUAE "a k мықтылары ты лығына. -FT л эд - лп Ds rmm mama 35000 8 


© = Se, — 0) 
达到 最 小 值 . 当 ооо r 有 有 限 导数 o G), MUJ Q 应 满足 方程 
>; (X, — 6) = 0. 


也 有 -- 些 重要 的 距离 p0) ,并 非 对 一 切 都 有 导数 . 如 eco = 
Itl ,在 + 二 0, 不 存在 导数 . 要 选 9 一 ,使 


达到 最 小 值 , 可 如 下 和 考虑， ix X a l X E Xi X, 的 议 序 
SEHE EE 348—251 为 奇数 时 ,有 


| AS m DX a, Dl + Жала mm 人 mt | 一 |Жаз m X ual 
= |X,, — 8| 十 0 — Xi asl. i "A, 
ER PARES Холы--Хоәзе15<18--Ха-һ1. 


将 上 列 各 式 相 加 , 即 得 : 对 任意 8 值 有 
>X o mm Ха | = эх — 8|, 


也 就 是 22 Хонь IXe]. 


所 以 0— Хоз I" E n= 2k 为 偶数 时 , 取 #=-; Qa Хау). “会 
使 已 达到 最 小 值 . 
在 这 种 情形 ,2 可 以 看 成 是 满足 下 列 方 程 的 一 个 解 
2X. — 68) = 0, 


— 1, i 0, 
ЖӘ = ° і-- 0, 
1, £ — 0. 
但 这 一 方程 的 解 不 一 定 唯一 . 解决 这 一 问题 的 方法 是 可 采用 与 
Hodges-Lehmann 4E 2E p ^] 9. 
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其 中 函数 


de ' . 


EX3.1 ФС ожа ЕТЕЛІК АЯ: 
G) $G) E EZ; #Ё F E у p АЕ, ЗЕЕВА. 
(п) %|— H 67 90 = 90—68). 
由 gO ER TAHAETIA M 估计 ， 
(X, X,) == жак, (8.3.10 
其 中 
Gt Суу, = 0 2445. — 0) > 0 E 


0* ` (mi, z.) = ini | | У ф(х, — 0) < 0 |. 
rs] 


由 于 GOM E TER GTI GO, ,因而 一 定 存 在 一 个 ta, 使 78 
E 720] £1 Bd O0. RES g< X. 一 ts 时, 必 有 


i=] 


而 当 Ө>Х„+һ BE 9 OG — 0) «0. Il E EA R 
8° 和 9. 当 %C) 连 续 且 严格 递增 时 ,M 估计 TTA FRR 
o — 6) = 0. (8. 3. 2) 


如 果 总 体 分 布 除 未 知 位 置 参 数 8 外 ,还 有 尺度 参数 с, Ш 
M 估计, 需要 - ) 和 男 一 个 函数 С.А 


>н" 
AU 


(8.3. 3) 


ЖЕШ 0 HI o. 
这 是 一 个 很 广泛 的 估计 类 ,参数 估计 中 常用 的 极 夫 似 然 估计 
也 在 其 中 . 若 总 体 分 布 有 密度 函数 


in. 


т 
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822 HM ELE a RP ERR n e rd іі n mdr ee Ies oe Lien e lal o E o lr ph. ER RR RR E ml, ті ыры [U .-- o 


H EEE nonr КрАЗ A 
L(X0,o) = >; [iog 2: " u -一 loge |. 


г=1 


在 适当 条 件 下 ,可 通过 正规 方程 组 ， 

= u 2j-^( = ШЕ — “1- 2. 

= (ааа 10) i-o 
解 得 极 天 似 然 估计 . 当 取 


РС РО) 
Р) =— у 1O = a 1 


时 ,对 应 的 M 佑 计 即 为 极 大 似 然 佑 计 , 前面 我 们 也 已 看 到 最 小 二 
3f. Ex ЖІ ДЕ M 佑 计 鸭 范围 内 ,M 佑 计 这 一 名 称 正 是 来 
自 这些 事 实 ， 

P. J. Huber 在 1964 年 提出 一 类 M 估计 . 他 取 


—k, t«—h, 
d) = | — k == t =< Ë, (8. 3. 4) 
Ë, z > Ё. 
而 取 
Ta) = (t) — PR), (8. 3.5) 


其 中 во) | аро), eco AH RC 解 方程 组 


ZEF] 
EN E ЖОШ E R Tu 8 fI Б ЕЕЕ ШЫ: 6, 为 样本 中 位 数 Los 
ak 35). Cro) — Truy) N FE ЖЕ. 

Huber ЖТИ Ву eC + o8 RE BG ЖОН 
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ра 12 | = Ë, 
K£) = (8.3. 6) 


l| — PU. |а| 2 А, 


这 个 函数 在 中 部 采用 了 平方 距离 ,而 在 两 端 采 用 了 绝对 值 距 离 , 因 
此 这 一 类 M 估计 倾向 于 像 取 平均 一 样 处 理 中 间 大 小 的 样本 观测 
值 ， їл + КЕСКЕ ЖЛЕ ИРОН Весла. 

如 果 假 定 总 体 分 布 密度 为 二 /| 三 ex. 位 置 参 数 9 和 尺度 参 
Жс БЕ M ETE и» TOR SCF), 应 满足 


te fe РЕ) ú 
у) = 0, 


ІШ EDO Шен ) | dF) = 0. 
Жж FGORHIUS P.G) -OF +. EB 后 对 上 求 导 
数 , 则 可 发 现 它 们 的 影响 曲线 应 满足 ， 


1 [**,1t£ — ТЕРУ 
ICz,-Cr) s (ру ағ 


і-- ТЕ) \г — TOF) 
T ICs. r G) sl. E SCF) | sy FO 
-一 ГОР) 
= д у) ; (8.3. 7) 
і += £ ГОРЕ 
ICr,p Cx) sn. ese ғо 
t— ТОЕ) \ ғ — TCF) 
+ ICs F (z) x sees [T | 了 CR | SO dF) 
— r—TGO) 


如 果 РОО eC * OU SEER EC C + ) 5 BERE L DU] f Log 


lors Gr) = СЕЛИ #| sce; P 55). 


(8. 3. 9) 
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ICs s (z) = зао |ә "sc аки) p [sims]: 
(8. 3. 10) 
HUER X TS Ат КС +), 上 面 提 到 的 Huber BJ M fi 
计 , 当 取 r= 一 FF( 一 &SCF)) 时 ,其 TCF) 的 影响 曲线 与 88.2 节 中 a- 
收 前 平均 的 影响 曲线 相同 . 


РУ) 50Р 


E 题 


1. E n—2£ ЕЕ, Xii Xo ER Ху X, 的 次 序 
统计 其 ,mm ARKEA a Xar PEE — ШЕННЕ BJ 0 £8 8 


2215 — т| x ME — |. 
2. 具体 计算 出 样本 均值 和 样本 中 位 数 的 影响 曲线 
з. 具体 计算 38.2 节 中 a- 修 章平 均 卫 ,(F) 的 影响 曲线 . 
4. VE 2СХ,,е.Х.МЕ 8 8.3 中 定义 3.1 给 出 的 对 估计 ,证 明 
ÓG ux) = BC xy, — n). 
5. WIR n HR И 38 F LES 9 ХГ, ПЕНН. H $8.3 节 中 
定义 3.1 给 出 的 好 fihi ЖОХ, AXD AET 0 КАЯ. 
6. йолу,” z, 是 来 自 总 体形 (z) 的 样本 和 值 . 它们 构成 的 经 验 
分 布 函数 记 为 了 .ci), 现 考虑 将 样本 容量 增加 为 xn 十 1, 样 本 值 为 
zyzoyzry 这 于 十 1 个 笠 本 观测 值 攀 成 的 经 验 分 布 函 数 记 为 
天 -+ 则 对 一 个 证 画工 6， ) ES 
SQ) = ТЕ) — TOO 
PATO ORR. 它 反响 新 添 样本 值 z 给 估计 造成 的 影响 . 
试 求 样本 均值 .样本 中 位 数 的 敏感 曲线 ， 
7. ЖЫНЫН po 人 5) 一 共 , 求 对 应 的 位 置 参数 8 的 对 it. 
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өле — 使 用 秩 统计 量 的 一 些 其 他 统计 问题 
$9.1 上 样本 问题 (一 因素 分 组 问题 ) 
设 随机 变量 Xa. X8 mbar Bl 4p 48.239829 Fix 0). 


B$ FOE i=l, E, | п H= | m4 一 NN: 检验 假设 
7 Ha: б, = 0, = ++ = B,. 


备 择 假 设 
Hi. X] ub : 26 ; f 0; э<0,, £ J = d.t Ë. 
将 全 部 样本 共 N ASBEULAE EE — u EPF: , tH 
Xu 4... Xu H Xn 474: ‚Хь. mE: Xa 44. sA in 
得 不 个 独立 样本 的 混合 秩 统 计量 
Ra. RV SR; EE 6r Ка” T 
对 混合 秩 统 计量 有 下 列 定 理 . | 
ЕНІП ЖН, КООПЕ ВАЖНАЯ S HO UL RUE. ХЕ 
ЕЕЕ ЕЖЕН. cio 


ë = Dx 
Ку. — 2, Ri. = т 2), (9. l. 1) 
i= l j= 


* 


则 
ЕСК) = njQN + 10/2, ER = (N + 1)/2, 
vark; = miN — m) (N + 1)/12, 
cov(R.. Ri) = — n. (N + 12/12. 
ШЕҢ 直接 计算 即 得 ， 
利用 混合 秩 可 构造 检验 前 述 假设 的 榨 验 统计 量 
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à iis GAME ME inilio қырын алада: PLE e cron indi MER DR Co с> == сасна зо АНЫНДАН асаа AUR RII ame RARE. Lak: Ha a ы ч-т} m. 


£C, [Re — ECR)? 
H = сы A var CR, ) | | 
显然 H и ГНЕ H 了 到 大 的 值 有 利于 备 择 假设 
Н. 适当 选取 {Cw} 可 以 使 五 ЖИЕН. 下 有 近似 一 1 自由 度 
的 X° rii. 
定理 1.2 ER FEE BH F Е, H. 
N — оо, n/N— À, 0A «iml, 
УФ СС, G=, k) ENRE 
1 
JN 
则 向 量 工 = 《Ti,… ,TW 有 近似 多 维 正 态 分 布 MVNC0,B), 其 中 BB 
一 {b;;) 是 协 差 阵 


(9. 1. 2) 


Т, = Сы CR,. — ЕСЕ, )), i => 1," ‚Ё, (9. 1. 3) 


[Ga 3/020, ші-ут, 
[一 €C,/12, M; PH. 
ШЕҢ 将 随机 变量 XQ G—1.e-d.j—1.e020 88 


£j Т 


š 
Ye Ye N= >. 
1 一 1 


以 J 表示 第 z ЖЖАХ, E US XGHEQO, rn ;Yw} 中 的 下 标 集 "P J 
的 余 集 , 则 有 


R, = H У > Y, , v € Ju = Jà + 


= > `> cy, — Y.) + „т 1) ， 


ъ= ug f 


К. — ERO = 202 dea, — Yo - 1]. 
тЕШ £ 7 
在 五 。 下 ,有 


n, Gn; + 1) 
2 


Ер, - Yo — |ә 
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0, м ut 1,0 561, 


Еу) — d, 0 = 1, 


2 
i — Fly), и-і. 
因此 有 
ЕГЕ, — E(R..) |Y; = y] 
= 2)2;P 9v. — Y.) — l|v, = y] 

(N — n| FO) — zl i € 7, 

"|+ = FO) |, i € 7. 
it Т,-С,у "i — ER. Ð 2C uy US L 

V, cnr - + l+ >| — FO, 2 


其 中 
-| 当主 区 了 了 时， 
“= ia, Ax: € 了 时 . 
而 
To чуё 
varV,— Ch ly ai “лә N n) 
NON 一 ғ) 
= С, —— = 


12n,N 
--СІ(1-- AD CLA), 
cov(V,,V 0 — — С,С,/12. 
H rR E PB ig ^n V —(V,.-. VO E BB А ur ЖЕЕ £ Sy fa 
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МУМ, В). 又 由 投影 的 性 质 知 
ЕСТ, — Va = varT, — varV,, 


而 


— gOCUN 
тасТ;-- c, i9 i +1 


-> CE — А) (124). 
故 知 {T 了 一 V) 依 概率 收 化 到 0, 从 而 工 与 VY 有 相间 的 极限 分 布 
МУМ (О,В). SERE. 
定理 1.3 设 随 机 向 量 (Z ,Z,)8 MVNO. AMS, НҢ 


H AWE А'=А,гапЕСА) =r, 刚 统 计量 >z: ЖЫ y! Gori. 

ШЕҢ FEER G dE G'AG ЖАНЕ ЯН IUE n1. 
k—r 0. 作 随 机 变量 变换 

U = СЕ, Z= (ZZY, 
Yol 
U ~ MVN(0,G' AC). 
т | 
Yz-zz-UGGU-UU-SU. 

国 而 有 分 布 X GO. ШЕ. 

定理 4.4 在 五 ,下 ( 即 站 样本 来 自 同 一 总 昼 ), 则 当 NOM 
OAI «іс-1,"",6). Моон, 


f | g М+1 ° 
п, " 
HN 一 一 一 
二 CN — nD CN + Dn) 


N + 17 
~ y ro > ==] (9.1.4) 


有 新近 分 布 X G1. 
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5 一 


ӘЛІ) Cun V 124 = C. 由 定理 1.2 


_ 1 ls _N+1 D Gm [du _М+1 
Т, = н К. 2 |= NUS Eq; Pe 2 |! 


МІ T=] ‘STOA AAA MYN, B) ,此 处 В-- (5) D 


SQ—À _ NEM 
C 12À = ] А, z i = уН, 


—E LL ia ңін. 
PRI ВЕ B'-B, H rank CB) — k— 1, 
" п + 1 ` 2 
н° = sor poU - Dr 
由 定理 1.3 即 得 定理 的 结论 - 证 毕 . 
ТРЕ Н” 称 为 Kruskal-Wallis 统计 量 , 本 节 开 头 所 述 £ FË 
本 问题 的 检验 常用 此 统计 量 . 否定 域 为 {五 Dhat. 临界 值 h. 在 小 
样本 时 由 精确 分 布 计算 . 在 Ы, 下 混合 秩 统 计时 
R = (Ru ©" ‚Жу, |... Ra $.Ut Кы) 
在 集合 #={‹(1,2,--,ММ р ИЕ ЕНЕ. 在 较 小 的 及 
пуз" ун 时 , 有 Ft 的 临界 值 表 ， 当 N geo 3 n 25 £= 1, 


t OREL J FILE (k — D Se SEHE RE Fr: 的 临界 值 
h,. 


当 假 设 检验 问题 为 
Ha: ñ, = 0, = +е = 0, 
备 择 假设 
Hy 0, = Ө, ЧЧ ЕЕ 1 ЖЕЛ A pi VE. 
这 种 形式 时 ,Jonckheere-Terpstra 建议 了 一 个 统计 量 , 它 与 二 样 
本 问题 的 Mann- "Whitney 统计 量 类 似 . 令 


U,- DI — X). ic hj den 


1 一 ] і-і1 


` ` жак Міні. ln nime Re шыма Wr dre ic ERR 0 solem Joan d alin Бл c ЫН RR ERR PL RR RR RR RR RR d sq x эр} oiid i rr 5 5 Doc 


Jonckheere-Terpstra Т EA 


J = 2,2405 (9.1. 6) 


BJ 权 大 的 值 有 利 Н. 4 оо зд ОСА GS k) 
时 ,在 五 。 下 
J — ЕС) 春分 布 NOD, 
uu ЖЕТЕ ЖЗ Tp ) 


其 中 
N'— ni | мом) Pini Gne 
E = — =, var(J)=— а, 
W FF ZR JE ЛЕ. nj H ЕЛЕНЕ ЗЕН ЕЗІНЕ TEL. 样本 量 
较 大 时 用 近似 正 态 分 布 确定 临界 值 . 


5952 二 因素 分 组 问题 


二 因素 分 组 回 题 的 数学 模型 有 两 种 提 法 ， 
模型 1 有 “个 区 组 ,个 处 理 的 观测 
(Хы). E= lym’, J = ly’, 
全 部 Xi 相互 独立 ， 辣 一 区 组 内 的 处 理 观 而 Xa (S ХНА БАР 
布 类 型 ,但 位 置 参 数 可 能 不 同 , 不 同 的 区 组 分 布 不 相同 , 即 蕊 ;有 分 
Ж Fi(r—8,) (7 一 1 天， 一) 分布 天 人 G=], nE 
续 . 
模型 了 有 = 个 区 组 ,个 处 理 的 观测 
Xl. г 1л, р = 1,6, Ё, 
各 区 组 的 观测 (Xi o X40. 人 一 1,… 2 相互 独立 ,有 共同 的 上 维 
分 布 FG —0, ox 060 ,分 布 函数 FO n А ЕЕ ЕЕЕ H| Et 
HRI R R, ПУН Gn eO EE BED Gs, ,…-,ts,) 均 有 
F (s, зә D) == КӨЛ, УР). 
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"атлы uu. ia =.— — um. ++ + 


对 模型 1 或 工 检 验 假 设 
Ho: 8, 一 8, 一 … = ñ, 
备 择 假设 
Hı: X] XE; = P4 0, = #,, £ J = ly sk, 
首先 对 每 一 t G=], jn) E 当 Н, 成 立时 ,随机 变量 
Xa Xu 
排序 ,得 到 对 应 的 秩 问 量 Ras. Ба, PE p] Et 
一 GR Sc ,R) 
ERS SE— (а. Н.Ә a HERD EE 128. 因此 由 它们 构成 
的 统计 量 是 非 参 数 适 应 任意 分 布 的 . 令 


К.; 一 一 > K, R.; 一 IY RS (9. 2. 1) 
ізгі i=l 

A 

_ 900 +1) _ nk — 1) 

ЕСК.) = 2 , var(R.;) = 1? , 
cov(R RD) 一 一 nlk r1) 
12 

HS 


vea —Ry- 2E – 1. тар. 


242. 12 
Friedman 等 建议 用 下 列 统 计量 检验 前 述 假 设 ; 


5 xp 
£ £ !| Vvar(R.) 
= (tB - t J| ет үй 
ігі nlk — 13/12 
БЕЛСЕН 
- api 2— i. (9.2.2) 


这 实际 上 相当 于 用 秩 数 据 | Rji—1l.e Uam J le A IED 2:5 
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析 ,实际 上 有 
Á 
DG, — Ry 
S — А т PE . 


显然 5 ЕКЕНИН ЖЇР 五 ,否定 域 应 为 
S Z6, 

其 中 是 相应 于 检验 水 平 a 的 临界 值 . 24 n. 较 小 时 ,可 由 古典 
概率 直接 计数 统计 量 的 概率 分 布 , 有 供 实 际 应 用 的 临界 值 表 . 当 n 
一 oo 时 ,Friedman ЭЕ S ЯЙЫЛ x^ — 104) p. 254 n 较 大 时 ,可 
用 它 确定 近似 的 临界 值 . 

当 检验 的 假设 是 

Fe: 0, = 0, =  —0,, 

备 择 假 设 

H P, =ç 8, =ç < 0,, HELDE Р К, УУ 
这 种 形式 时 ,用 下 述 Page 统计 量 有 更 好 的 功效 ， 


k . А 
1 = 1 S(j- tH) [r AED, e£» 
Ц 


Vn $i 2 
这 是 = 个 线性 秩 统 计量 的 线性 组 台 . 它 与 统计 量 
工 一 DİR; (9. 2. 4) 


是 等 价 的 检验 统计 量 . 当 或 工 取 大 的 值 时 有 利于 五 , ,和 否定 域 的 
Жақа UL). 23 kon 较 小 时 ,可 直接 用 古典 概率 方法 计数 确定 
临界 值 i., 有 临界 值 表 可 供 实际 使 用 . 当 a~>ce 时 ,在 五 。 下 ,显然 
有 
L — ЕС) 
v var (L) | 
这 里 ECL) — nk d-1) /A, var CL) == nk? (E — 1)? (3-1) /144. fE n 
较 大 时 一 般 接 正 态 分布 确定 近似 的 临界 值 7.. 
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HEDDES 1 N (0,1)， 


593 相关 性 检验 


我 们 考 虚 一 对 随机 变量 (X,Y 了 ) 的 相关 问题 . ЈА Ae E 
分 布 总 体 取 得 独立 同 分 布 祥 本 CXR 了), ХУ", CXY 0. — 
个 通常 会 磁 到 的 实际 问题 是 :; ХЖУ Жу, BRE MES 

Ha ХҮ 独立 . 
S SEE BERT El JE ІЛІМ CX ЖҮ ЖЕН ox X LY 有 人 负 相 关 )， 
也 可 以 是 双边 的 (于 和 Y 相关 ). 此 处 以 单 边 备 择 很 设 为 例 进 行 讨 
论 ， 
МН, X fl Y BIETHA. 

不 妨 设 样本 Xi LXX XQ X2 Xn 5 ËJ ЖЕТЕ] Ж 26 
(1,2 n) TAB REBS Y У, ,---,У, PRI S RR Ra Х 
和 Y 有 正 相 关 时 ,样本 值 Х,У, 会 存在 同时 取 大 值 或 同时 取 小 值 
的 倾向 ,因而 秩 统 计量 对 (1 ,Ri),(2, RD s, RO PJ 4B3 EIE 
会 取 大 的 值 , 即 


>u tla, 
S = 1 一 1 ` — і=1 2 


С n(2 —1)/12 


-1- аты>. G — КЎ. (9. 3.1) 
取 大 的 值 有 利于 H,. 统计 量 S ЖОЖ Spearman 秩 相 关系 数 ,用 它 
ЖЕНЕ Ж БСБ, H0. ВНЕ ВУ Ж GI. 
А 3E PEzK 3.2 e MS 48. FT АХ 34 ӨЗЕН, бы 
A (ISi) 从 上 面 统 计量 5 的 第 二 个 等 式 可 以 看 出 § 是 一 个 线 
性 秩 统 计量 . 故 否 定 域 临界 值 5, 可 用 线性 秩 统 计量 的 分 布 求 得 . 
# H, TH 

EG) —0, var) = —1—. 
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当 on col, Yn 二 1S Bü ES B NO, 1). РАВУ п, Ж ШШ 
Spearman 秩 相关 统计 量 临 界 值 表 , 可 查 得 5,; 对 较 太 的 = 则 用 正 
态 分 布 求 得 近似 的 临界 值 . 
对 上 上 述 独 立 性 假设 (二 五 ), 另 一 个 著名 的 非 参 数 检 届 方 法 
为 Kendall 检验 . 其 方法 如 下 : IPEE YD Х,У), 
ECX X pY, Y) 一 sgn(X — Xosgn(Y, — Yo, 


1, t0, 
其 中 mozio r= 0, 
--1 , i. 
Kendall 统计 量 为 
___2__җлчҗ 
K — n — 1) 2, 2,506 X: Y, Y), (9. 3. 2) 


其 取 值 范围 从 一 1 到 1,25. XEEN Y PF K Éy KUNI E 56 4 — Ж 
时 K=1. ERE X =<... X. ME 


1 4 __ 
K=1— Ç 2,204, Y) 
1 n 4 NN _ 
=1 n(n — 1) 2,229; кә. 
由 此 有 Е(Ку= —#—-— У) DEX X Y Y,)] 
ac 
一 E Isgn(X; 一 X,)sgn(Y, 一 Y)j 
= P(OGOX, — X0(,— Yo 0) 
m PiCX, nu Өрде -- Yi) = 0) 
= 1 — 2РАСХ, mm XO, m Yi x 01. 
КЖ, ИЕ SE ECOKO BS U 统 计量 ,因而 有 渐 近 正 态 分 布 .在 
H, F 
2(2n + 5) 
On(n — |) 


有 渐 近 分 布 N (0,1). 


ЕХК»- 0. var(K) = 


К — ECK) 
“чак 
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ЖЕН ЕЕЕ H,, PR K 取 大 的 值 有 利于 Н.Е 
HERIR Ske). k, 为 对 应 显著 水 平 a 的 临界 值 , 在 = 较 小 时 可 在 
Kendall 相关 性 检验 统计 用 表 中 查 得 ,rn 较 大 时 则 由 正 态 分 布 确定 
近似 值 . 
在 假定 X,<---<X, 下 ,实际 上 有 Spearman 统计 量 
S=1- zm; 222,0 DAR — R). (9.3.3) 
ІП Kendall iit Et 


K-1- i >>, — RO. (9.3.4) 
比较 两 者 ,可 以 看 到 统计 量 5 s Бун] ЖЕР (X. X Y Y 2RR— 
致 以 更 大 的 权 , 而 К 统计 量 的 权 与 间隔 远近 无 关 ， 

二 因素 分 组 问题 中 的 = 个 统计 量 与 秩 相关 系数 有 密切 联系 . 
Page 统计 量 
"E > zd ,- "+ DJ 


ж u cM 


=— — MÀ 
м n АСЕ? 一 DŽ | 

r, СР, Ro SREE, eH Spearman TE THX 
系数 , 对 于 Freidman ТРЕ 5 Ж 


1 
De-D 47» 


= l È) ES "арт 一 于 一》 
nin—1255(£*—]1) | 


Кешш АН peu 
cp h oDer) 


为 任意 两 行 间 Spearman 获 相 关系 数 的 平均 . 
对 两 个 变量 (XX, 耻 闻 考 虚线 性 回归 模型 
Y, = ё, + ВХ, + =, i = l,a, 
£, + """ ҰЕЖ, БЕКТАС 7 AT AR E SE. Aq» Х, Ж EON ЕЕ. 
为 已 知 数 ,日 假定 ХСХ, 238 BL e EE 
ЫН: В = 0, Hi. б >- 9. 
问题 的 提 法 与 正 态 回归 问题 类 似 . 在 & GE RE NO сон. 
验 上 述 假设 的 检验 统计 其 为 
T- B УХ, — X>: 
м > (7 -- ñ, 77 BX >: / yn — 2 
_ “п —2,*[ >,К(Ү,—У)(Х, —X)] 
V 2,0, — Xy ГУ - Y» — Sq; РХ, — 3) 
(9. 3. 5) 
在 非 参 数 情形 , 仅 知 гі): 独立 同 分 布 ,分 布 连续 ,检验 上 述 假 
设 , 可 以 构造 一 个 秩 检 验 统 计量 . 在 C9. 3.5) 式 的 工 统计 量 中 以 
(X, ‚Х.Р. -30 «ҒЫР (X2 ELO ТЕЛУ ӨРТЕР 
Н.Е, ... ROSSO, UO YO ， 则 得 


мс aalay) 


SP SAP e] 
(9. 3. 6) 

T'* 取 大 的 值 有 利于 H, BEEST Ze) t. 为 临界 值 , 这 个 

TERS HR BEEKE a H Spearman 统计 其 的 否定 域 


GI т + 1 Ó3 + 1 
>u = 一 | 


> 
. п + 11° uA n--]1j*? 
Efi- 2 | PLE 2 | 
是 等 价 的 . 也 就 是 说 可 以 用 Spearman 统计 量 检验 回归 系数 H.: 
B=0. 
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HE хотиазмат 


1 D. 

2 0. 

3 Ü. . 

4 О. 484 .1 13.3 
5 0. 831 .8 15.1 
5 1. 24 .4 18.8 
7 1. 68 ‚0 18. 5 
8 2.18 25 20. 1 
9 2. 70 .0 21.7 
16 3. .5 23. 2 
11 3. -9 24.7 
18 4, . 3 26.2 
13 5. ‚7 27.7 
14 5. -1 29.1 
15 5. :5 30. 8 
16 8. .8 32.0 
17 7. 22 33. 4 
18 B. 2: 24. 5 
13 8. .9 36.2 
20 5. 22 37. 6 
21 19. 3 -3 ‚5 
22 11.0 .8 43 
23 11.7 -1 .8 
24 ‚2.4 ‚+ 0 
25 13.1 E .3 
26 13. & 49 - ü 
27 14. 6 42 -0 
28 15.3 .5 .3 
25 16. 0 ‚7 ‚б 
30 18.8 .0 4% 


[E] » Bia: 临界 值 POT A =a. 
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Ш#з5 SEXES 
ЖН ТИЕ PIB25 xe ШІН BH 6) 


0.05 0.10 іҺ01 0.05 0.10 001 0.05 0.10 
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ril 


| ЖЖ РИН ЙИ РС) 5. 


ч 
e 


іл Бы do БЛ 


са oun 


==. 10 
C1 ez 
a 7 
3 9 
3 11 
4 12 
4 14 
á 15 
5 17 
Š 19 
5 21 
5 23 
5 24 
6 26 
7 27 
7 29 
7 31 
7 33 
8 34 
& 36 
8 38 
7 14 
T 17 
8 19 
9 Zl 
9 24 
10 26 
11 28 
11 31 
12 82 
12 38 
ІЗ 3B 
14 40 
14 43 
15 45 
16 47 
15 58 
17 52 
18 54 


M ааа 


WI dm 4- ыы ыз (шу QI du (М ба) ТАБ 


@п т gm ch cn t oin ca 
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附 表 4 wilcoxon ЁЛЕ ЖЕНЕ B Wa ST (ñ 3 


的 临界 值 cista 
а= 0, 10 o= 0. 05 
. 
12 24 11 25 
13 27 12 28 
14 3t 13 31 
15 | 33 14 34 
15 36 15 37 
17 | 39 15 41 
18 42 15 44 
18 45 17 47 
20 48 18 50 
21 51 19 53 
22 54 20 26 
23 57 21 55 
25 58 22 52 
26 B2 22 56 
27 65 23 09 
28 83 ға 72 
29 71 £5 75 
20 35 18 37 
21 88 19 41 
22 43 z 43 
24 48 22 48 
25 5ü 23 52 
27 53 i 56 
28 57 25 RO 
29 61 2 53 
31 64 2 67 
32 GE 29 71 
34 71 30 75 
35 75 31 78 
36 79 33 BZ 
38 82 34 86 
38 86 35 90 
41 89 36 1 54 
23 48 27 51 
30 54 2B | 56 
32 58 30 60 
34 62 іг 84 


H] H2 


206 


` aa ЫРЫ чы]. „ЙЛЫ HER WH қыны 1л һы P n 


а= 0, 05 
A ca 
63 120 
72 126 
74 133 
T7 139 
80 145 
83 151 
85 153 
88 164 
91 170 
84 178 
79 131 
82 138 
85 145 
85 151 
°з 158 
95 165 
BB 172 
101 179 
104 186 
108 152 
111 189 
87 155 
100 | 164 
104 171 
107 179 
111 186 
114 194 
118 | 20] 
122 208 
128 | 216 
128 | 223 
118 134 
120 | 192 
124 | 200 
128 | 208 
132 | 216 
136 | 224 
140 | 232 
144 240 
148 | 248 


ouma k ahci hha E aca g- ARAH a ir анан ҮР ЯН Нн HE a. aL mdr d oor oeae o 


[iE] 当 第 二 样本 量 x | T sp F 88 HRE т HT LER. m лл ==. J, 
表 中 可 和 直接 查 出 临界 值 casco. 


34 Tm В|. nim поп, АЙЫНЫҢ сізс ЕРЕ АУЕ НІН oN 
ei = от + mOn + n + 1) 一 ee， 


(m + nom tat 1) — а 


к __ 
£3 一 


1l 
à 
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MX 5 Wilcoxon ТЕРЕ bob) E. 


a 


| 本 表现 出 满 是 PIW c ED POL эс, C BS МН сі А 
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ШЖ 6 Kruskal-Wallis £ 样本 检验 统计 量 Z ` d CE 
Cx y Hi xrRRÓORIb*EBBGEPUIIAD—BgdTHRA.JNPME о.) 


, 4444 
3000 
‚4444 
‚4000 
5111 
4444 
. 7455 
7091 
7909 
7273 
708; 
. 7000 
, 8667 
1667 
5667 
8667 
1667 
0667 
0364 
8727 
4545 
23864 
5545 
. 4455 
1432 
1364 
. 5885 
(5758 
4, 5455 
4. A773 
T. 6538 
7. 5385 
о, 6923 
5. 6538 
4. 6539 
4. 5001 
3. 8571 
2. 2500 
5, 00060 


ял «л 5 сп 


ші бл л e) н іп 
D: P n sn Pn фа б е ДЕ Е mo sog (л дл m m = p 


D. 
9. 
0. 
0, 
B. 
D. 
8, 
О. 
0, 
0, 
О, 
0, 
D. 
Ü 
0. 
ü. 
0, 
0. 
0. 
o. 
9. 
0, 
0, 
0. 
б, 
Л 
0. 
D. 
0, 
0. 
J, 
ü. 
D. 
D, 
0. 
0. 
0. 
0, 


Рреррреьорррооороррррорррррррьрророооороо ор 
= 
с 
FY 


c 
+ 


5 4. 4500 


4. 2900 

4. 0500 
5 6.5533 

6. 1333 
. 16600 
. 0400 
, 3733 
2833 
4000 
9500 
8711 
0178 
8400 
9091 
. 8218 
- 2509 
1055 
5509 
4948 
9788 
9818 
6485 
5152 
5333 
. 4121 
‚ 9545 
8400 
5855 
. 8600 
9873 
. 8600 
‚ 2045 
. 1182 

5. 2727 

э. 2622 
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li — 0.427 0536 
12, 0.406 0. Б0З 
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| 237 
. 434 
. 232 
- 228 
. 223 
. 220 
.218 
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. 800 
, 600 
. 524 
, 423 
. 383 
. 378 
. 345 
. 303 
. 308 
. 275 
.276 
- 250 
. 250 
. 242 
. 228 
‚221 
210 
‚203 
- 202 
- 196 
. 153 
. 188 
- 179 
. 180 
. 172 
.172 
. 166 
‚165 
. 163 
4159 
. 156 
. 152 
. 150 
. 149 
. 147 
‚144 
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HSn ЮИ: 
QW = lim PCD,«A/ Kn) 


0. 000000 0. 000000 0. 000000 0, 000000 D. 000600 


0.2 
0.3 . 009009 . 000021 . 000046 . 000091 „000171 
0.4 . 002808 . 003572 . 005476 007377 . 009730 
9.5 - 0385055 . 042814 . 050306 ‚058534 - 967497 
0,6 . 135718 . 149229 . 163225 -177153 . 192577 
0.7 . 288765 - 305471 . 322265 338113 . 355981 
0.8 . 455857 . 472041 . 488030 , 503808 . 519366 
0. 9 ‚607270 . 620928 - 634286 647338 . 666082 
1.0 . 730000 . 740566 ‚750826 .760780 2770434 
1.1 . 822282 . 829950 ‚837356 ‚ 844502 ‚551394 
1.2 . 88? 750 . 893030 . 858104 . 902972 . 907648 
1.3 - 931908 ‚ 935370 . 938682 - 941848 : 944872 
1.4 . 969318 , 982486 . 964552 . 966515 . 968387 
1.5 . 877782 . 079080 . 980310 . 981476 . 582578 
1.6 . 988048 . 988791 ‚980492 - 590154 . 390777 
1.7 . 993823 . 894230 . 994612 . 984072 ‚ 995309 
1.8 . 998932 . 997145 . 007346 . 987533 . 597707 
1.9 . 998536 . 998644 . 908744 . 998837 . 998924 
2.0 . 890324 . 999380 - 899428 . 999474 . 998516 
2. 1 . 999705 . 899728 . 999750 , 990770 . 29079) 
2.2 . 995874 . 909886 . 995856 . 999904 . 899912 
2,3 . 999945 - 999954 . 999958 . 299962 . 988965 
. 989980 . 959982 . 839984 . 999986 . 999987 
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Ю.Е 163 


-1—2516 1 9.72 
i=] 


2,2 


.95 . 06 0T . 08 .08 А 
б. G00000 Ú. 0006000 ü. 000000 0. 00000] 0. 000004 . 
, 000303 . 00051] . 000826 . 001485 . 001929 . 3 
. 012590 . 016005 . 020022 . 024682 . 030017 0. 4 
. 077183 - 087577 . 058658 . 110355 - 122750 0.5 
. 207987 . 223637 . 239582 , 255780 .272159 D. 5 
. 372833 . 389640 . 405372 . 423002 ‚439505 0.7 
. 534682 . 549744 . 564545 . 579070 -593316 0, в 
. 872516 . 584630 - 696444 , 707840 -719126 0.9 
. 779794 - 788860 + 797635 ‚806128 . 814342 1.0 
. 858038 - 864442 ‚870612 ‚876548 „882258 1.1 
. 812132 . 816432 . 820556 . 924505 - 825258 1.2 
. 847755 . 950512 . 953142 . 955650 . 958040 1.3 
. 870158 ‚871846 . 973448 . 974970 -976412 1.4 
- 863822 . 984610 + 985544 , 986426 - 9872680 1.5 
. 991364 . 981917 . 982438 ‚952528 . 993389 1.8 
. 985625 . 955922 . 956200 . 956460 , 996704 1.7 
.997870 ` ‚998023 . 298145 . 998297 ‚998421 1.8 
. 959004 . 995079 - 989149 , 989213 ‚999273 1.5 
‚ 899552 . 909588 . 999620 . 985650 . 985630 2.0 
. 999806 · 999822 . 999838 . 999852 ‚99984 2.1 
. 899920 , 999926 ‚999934 ‚999540 , 999944 2.2 
. 299968 , 999970 . 899573 . 999976 . 995978 2.3 
. 996588 . 999988 , 9805540 . 990681 . 999992 2.4 
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